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材料 力学 作为 高 等 工科 院 校 中 机 械 、 土 建 、 航 空 航天 类 等 专业 的 技术 基础 课程 ， 已 有 
较 经 典 的 教材 和 课程 教学 资源 。 然 而 ， 随 着 许多 地 方 普通 高 校 向 应 用 型 高 校 转型 和 相关 专 
业 人 才 培 养 方案 的 优化 ， 精 简 了 材料 力学 课时 ， 对 教学 提出 了 “ 实 基础 、 重 应 用 ”的 要 
求 。 这 种 情形 下 ， 很 多 研究 型 大 学 选用 的 材料 力学 经 典 教 材 已 不 太 适 用 于 应 用 型 本 科 高 校 
的 教学 。 因 此 就 萌生 了 编写 一 本 适用 于 应 用 型 本 科 院 校 机 械 类 专业 材料 力学 教材 的 想 
法 。 于 是 联系 同类 高 校长 期 从 事 机 械 类 材料 力学 教学 的 教师 和 清华 大 学 出 版 社 共同 编写 
了 本 书 。 

本 书 在 编写 内 容 上 保证 了 全 国力 学 基础 课程 教学 指导 分 委员 会 制订 的 “材料 力学 课程 
教学 基本 要 求 (A 类 )”， 实 现 了 应 用 型 大 学 “ 实 基础 ”的 要 求 。 结 合 应 用 型 高 校 学 生 的 特 
点 ， 在 保证 教材 内 容 的 完整 性 、 严 密 性 的 同时 ， 注 重 在 概念 、 例 题 、 应 用 等 方面 与 工程 实 
际 有 机 结合 ， 力 求实 现 复杂 问题 简单 化 。 

全 书 共 12 章 ， 包 括 绪论 、 轴 向 拉 伸 和 压缩 、 扭 转 与 剪 切 、 弯 曲 内 力 、 弯 曲 应 力 、 弯 
曲 变形 、 应 力 状 态 和 强度 理论 、 组 合 变形 、 压 杆 稳定 、 动 载荷 、 交 变 应 力 、 能 量 方法 及 附 
录 。 每 章 按 章节 顺序 安排 了 习题 ， 供 学 生 课 后 练习 ， 并 附 有 习题 参考 答案 。 

本 书 由 文明 才 、 夏 平 担任 主编 ， 第 1. 2. 4. 5. 7. 8 章 由 文明 才 编 号， 第 97—12 章 
由 夏 平 编写 ， 第 3 章 由 黄 志 亮 编 写 ， 第 6 章 由 马 小 林 编 写 。 

湖南 文理 学 院 吴 晓 教授 担任 本 书 的 审 稿 工作 ， 并 提出 了 许多 宝贵 的 意见 和 建议 ， 在 此 
表示 由 囊 的 感谢 。 

由 于 编者 水 平 所 限 ， 书 中 难免 存在 疏漏 和 不 妥 之 处 ， 奶 请 广大 教师 和 读者 批评 指正 
以 便 加 以 修正 。 
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【本 章 学 习 重 点 】 


本 章 重点 学 习 材 料 力学 的 任务 及 研究 对 象 ; 学 习 材 料 力学 的 基础 知识 ， 如 变形 固体 的 
基本 假设 、 内 力 、 应 力 、 变 形 、 应 变 和 截面 法 等 。 


【本 章 学 习 目 标 】 


. ”熟知 材料 力学 的 研究 内 容 ， 理 解 材 料 力学 对 工程 设计 的 重要 意义 。 
° 掌握 材料 力学 的 基本 概念 ， 能 够 熟练 地 用 截面 求解 内 力 。 


11 材料 力学 的 基本 任务 


工程 中 的 各 类 工程 结构 和 机 械 设备 都 会 受到 各 种 外 力 的 作用 ， 如 建筑 物 的 梁 受 到 自重 
力 和 楼 板 的 压力 ， 车 床 主轴 受到 齿轮 哮 合力 和 切削 力 ， 这 些 直接 作用 力 通常 称 为 载荷 (也 称 

荷载 )。 组 成 工程 结构 和 机 械 设备 的 各 组 成 部 分 ， 如 建筑 物 中 的 梁 和 柱 、 车 床 中 的 主轴 、 活 
寄 式 发 动机 中 的 连 杆 等 ， 统称 为 构件 。 

当 工 程 结构 和 机 械 设备 承受 额定 载荷 或 传递 运动 时 ， 为 保证 正常 工作 ， 其 中 的 每 一 个 
构件 应 具有 足够 承受 规定 载荷 的 能 力 。 首 先 要 求 构件 在 载荷 作用 下 不 发 生 破坏 ， 如 吊车 染 
因 载荷 过 大 而 断裂 时 将 导致 设备 损坏 甚至 造成 安全 事故 ， 其 次 ， 构 件 没有 破坏 的 情况 下 
不 一 定 就 能 保证 工程 结构 和 机 械 设备 的 正常 工作 ， 如 机 床 主轴 变形 太 大 时 会 影响 加 工 精度 
且 产生 振动 和 噪声 ， 建 筑 物 中 的 梁 变 形 太 大 会 导致 楼 板 开 裂 。 此 外 ， 对 于 一 些 受 压 构 件 为 
细 长 杆 或 薄 壁 件 时 ， 载 荷 压力 可 能 使 构件 变 弯 而 不 能 保持 原 有 的 平衡 形态 ， 这 种 现象 称 为 
丧失 稳定 。 失 稳 构 件 会 使 承载 能 力 急剧 下 降 ， 如 建筑 工程 中 的 脚手架 ， 如 果 其 中 一 根 杆 失 
稳 就 会 导致 雪 塌 事故 。 综 上 所 述 ， 构 件 承受 载荷 的 能 力 由 以 下 3 个 方面 来 衡量 。 

а) 构件 应 具有 足够 的 强度 。 

强度 是 指 构件 在 载荷 作用 下 抵抗 破坏 的 能 力 。 构 件 应 在 额定 载荷 作用 下 不 会 发 生 破坏 
(断裂 或 失效 )。 

(2) 构件 应 具有 足够 的 刚度 。 

刚度 是 指 构件 在 载荷 作用 下 抵抗 变形 的 能 力 。 构 件 在 额定 载荷 作用 下 所 产生 的 变形 应 
不 超过 工程 上 所 允许 的 范围 。 

G) 构件 应 具有 足够 的 稳定 性 。 

稳定 性 是 指 构件 保持 其 原 有 平衡 状态 的 能 力 。 对 于 受 压 的 细 长 构件 ， 应 始终 能 维持 原 
有 的 直线 平衡 形态 ， 保 证 不 会 失 稳 压 弯 。 
工程 实际 中 的 构件 必须 满足 强度 、 刚 度 和 稳定 性 的 基本 要 求 。 增 大 构件 载荷 尺寸 或 选 
用 优质 材料 可 以 显著 提高 构件 的 承载 能 力 。 但 如 果 设 计 不 恰当 ， 虽 能 满足 上 述 基本 要 求 ， 
但 会 导致 构件 成 本 的 提高 和 自重 的 增加 ， 造 成 不 必要 的 浪费 。 材 料 力学 的 任务 就 是 在 满足 
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构件 强度 、 刚 度 和 稳定 性 要 求 的 前 提 下 ， 为 设计 既 经 济 又 安全 的 构件 ， 提 供 必要 的 理论 基 
础 和 计算 方法 。 

构件 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 都 与 所 用 材料 的 力学 性 能 有 关 ， 这 些 力学 性 能 需要 通过 材 
料 试验 来 测定 。 在 一 些 假设 前 提 下 得 出 的 理论 分 析 结 果 ， 也 要 由 试验 来 验证 。 此 外 ， 工 程 
中 还 有 一 些 难以 用 理论 分 析 得 出 结果 的 问题 ， 须 借助 试验 方法 来 解决 ， 因 此 ， 试 验 研 究 和 
里 论 分 析 在 材料 力学 中 同样 重要 ， 都 是 用 来 解决 问题 的 方法 和 手段 。 


12 可 变形 固体 及 其 基本 假设 


构件 一 般 由 固体 制 成 。 固 体 在 外 力作 用 下 都 会 或 大 或 小 地 产生 变形 ， 故 称 其 为 可 变形 
固体 。 材 料 力学 中 的 所 有 构件 均 视 为 可 变形 固体 ， 而 不 能 假设 为 刚体 。 

对 于 可 变形 固体 制 成 的 构件 ， 在 进行 强度 、 刚 度 或 稳定 性 计算 时 ， 通 常 略 去 一 些 次 要 
因素 ， 将 其 抽象 为 理想 化 的 材料 来 进行 理论 分 析 。 

对 可 变形 固体 做 以 下 3 个 基本 假设 。 

а) 连续 性 假设 。 

这 种 假设 的 含义 是 认为 可 变形 固体 在 整体 体积 内 毫 无 空隙 地 充满 了 物质 。 根 据 这 一 假 
设 ， 受 力 构件 内 一 些 力学 量 可 用 坐标 的 连续 函数 来 表示 ， 也 可 在 构件 内 任 一 点 截取 一 个 微 
元 体 来 进行 分 析 。 

(2) 均匀 性 假设 。 

这 种 假设 的 含义 是 认为 可 变形 固体 内 各 处 材料 的 性 质 都 一 样 ， 力 学 性 能 也 一 样 。 实 际 
中 一 些 构件 材料 的 力学 性 质 在 不 同 部 位 存在 一 定 的 差异 ， 如 混凝土 构件 中 不 同 大 小 的 石子 
其 力学 性 能 就 有 一 定 的 偏差 。 通 过 均匀 性 假设 取 均 值 力学 性 能 ， 可 使 力学 计算 模型 大 
为 简化 。 

(3) 各 向 同性 假设 。 

这 种 假设 的 含义 是 认为 可 变形 固体 内 沿 各 个 不 同方 向 都 有 相同 的 力学 性 质 。 就 金属 中 
的 单一 唱 粒 而 言 ， 在 不 同方 向 上 其 力学 性 质 并 不 相同 ， 但 金属 构件 内 包含 着 数量 较 多 的 唱 
粒 ， 且 各 晶 粒 又 是 毫 无 规律 地 排列 的 ， 这 样 沿 各 个 方向 上 的 力学 性 质 就 接近 相同 了 。 具 有 
这 种 属性 的 材料 称 为 各 向 同性 材料 ， 如 钢材 、 铝 材 、 高 分 子 材料 等 。 

有 些 材 料 沿 不 同方 向 的 力学 性 能 存在 明显 的 差异 ， 称 为 各 向 异性 材料 ， 如 木材 、 竹 
材 、 胶 合板 等 ， 这 类 材料 应 按 各 向 异性 来 进行 计算 。 

按照 连续 性 、 均 匀 性 和 各 向 同性 假设 的 可 变形 固体 称 为 理想 可 变形 固体 。 采 用 理想 可 
变形 固体 模型 可 使 理论 分 析 和 计算 得 到 简化 ， 其 计算 结果 在 大 多 数 情 况 下 能 满足 工程 精度 
的 要 求 。 
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13 外力 及 其 分 类 


一 个 受 力 构件 会 受到 其 他 物体 作用 给 它 的 力 ， 这 些 来 自 构件 外 部 的 力 就 是 外 力 。 外 力 
包括 载荷 和 约束 反 力 。 载 荷 是 主动 力 ， 约 束 反 力 一 般 由 载荷 大 小 求 得 。 
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构件 上 的 载荷 根据 其 作用 范围 可 分 为 分 布 载荷 和 集中 载荷 。 分 布 载荷 是 作用 于 整个 构 
件 或 构件 上 某 一 部 分 的 载荷 ， 又 可 分 为 体 载荷 、 面 载荷 和 线 载荷 。 体 载荷 是 分 布 在 构件 体 
积 内 的 载荷 ， 如 构件 的 自重 、 惯 性 力 等 ， 面 载荷 是 分 布 在 构件 表面 上 的 载荷 ， 如 楼 板 上 的 
载荷 、 作 用 于 汽缸 (也 称 气缸 ) 上 的 气压 力 等 ， 线 载荷 是 面 载荷 的 一 种 简化 ， 载 荷 分 布 在 一 
个 狭长 面积 上 时 可 视 为 载荷 沿 构件 中 心 线 分 布 ， 如 分 布 在 梁 上 的 载荷 。 分 布 载荷 的 大 小 用 
载荷 集 度 表示 ， 载 荷 集 度 是 载荷 分 布 的 密集 程度 。 体 载荷 集 度 、 面 载荷 集 度 、 线 载荷 集 度 
的 单位 分 别 为 N/m, N/m, N/m 或 kN 、kNmm2、KNm。 若 分 布 载荷 作用 在 构件 上 的 面 
积 远 小 于 构件 表面 积 时 ， 可 将 载荷 简化 为 集中 作用 于 一 个 点 上 ， 这 种 载荷 称 为 集中 载荷 ， 
如 火车 轮 对 钢轨 的 压力 、 吊 车 中 重 物 通 过 钢 绳 对 吊 臂 的 拉力 等 。 

按 载荷 随时 间 的 变化 特点 ， 又 可 分 为 静 载 荷 和 动 载荷 。 静 载荷 是 指 缓慢 施加 到 构件 上 
的 载荷 且 保 持 大 小 不 随时 间 变 化 ， 如 构件 自重 、 水 对 大 坝 的 压力 等 都 属 静 载荷 。 若 载荷 随 
时 间 显 著 地 变化 ， 则 称 为 动 载荷 。 如 齿轮 转动 时 ， 作 用 于 每 个 齿 上 的 力 随时 间 做 周期 性 变 
化 ， 这 种 动 载荷 称 为 交 变 载荷 ， 又 如 锻造 时 汽 锤 对 连 杆 的 作用 力 ， 在 接触 锻件 的 瞬间 发 生 
突然 变化 ， 这 种 动 载荷 称 为 冲击 载荷 。 工 程 中 大 部 分 载荷 可 视 为 静 载荷 ， 静 载荷 问题 分 析 
计算 较为 简单 ， 也 是 分 析 动 载荷 问题 的 基础 ， 材 料 力学 重点 研究 静 载 荷 问题 。 


14 内力 和 应 力 的 概念 
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构件 在 受 外 力作 用 而 变形 时 ， 其 内 部 各 质点 之 间 因 相对 位 置 改变 而 产生 的 相互 作用 力 
就 是 内 力 。 这 样 的 内 力 随 外 力 的 变化 而 变化 ， 外 力 增 大 ， 内 力也 增 大 ， 外 力 去 掉 后 ， 内 力 
也 随 之 消失 。 内 力 达到 某 一 限度 时 就 会 使 构件 破坏 ， 因 此 内 力 与 构件 的 强度 密切 相关 。 

为 了 显示 和 求 得 构件 上 某 一 截面 上 的 内 力 ， 一 般 采 用 截面 法 。 如 图 1.1(a) 所 示 ， 构 件 
在 外 力作 用 下 处 于 平衡 状态 ， 和 欲求 m 一 m 截面 的 内 力 ， 可 用 一 假想 平面 沿 m 一 m 截面 截 
开 ， 分 成 I 、 开 两 部 分 ( 见 图 1.1(b))， 任 取 其 中 一 部 分 (如 工 ) 作 为 研究 对 象 。 在 部 分 上 除 
作用 的 外 力 有 五 和 五 外， 还 有 开 部 分 作用 于 工 部 分 的 内 力 ( 沿 m—m 截面 连续 分 布 )。 工 部 
分 在 上 述 外 力 和 内 力作 用 下 仍 处 于 平衡 状态 ， 可 由 静 力 平衡 方程 求 取 内 力 。 根 据 连续 性 假 
W, 在 т—т 截面 上 各 处 都 有 内 力作 用 ， 所 以 内 力 实际 上 是 一 个 连续 分 布 系 ， 将 这 一 分 布 
内 力 系 向 截面 上 某 一 点 简化 合成 后 可 得 到 一 个 合力 和 合力 偶 ， 简 称 内 力 。 


@ ® 
图 1.1 
上 述 用 假想 平面 将 构件 截 成 两 部 分 ， 以 显示 和 确定 内 力 的 方法 称 为 截面 法 。 截 面 法 可 
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归纳 为 以 下 3 个 步 又。 

(1) RRF: 在 需要 求 取 内 力 的 截面 处 ， 假 想 地 将 构件 截 开 为 两 部 分 。 

D Ж: 将 两 部 分 中 任 一 部 分 留 下 进行 受 力 分 析 ， 标 出 作用 在 留 下 部 分 的 所 有 外 
力 ， 以 作用 在 截面 上 的 内 力 代替 弃 去 部 分 对 留 下 部 分 的 作用 。 

(3) 平衡 ， 建立 留 下 部 分 的 受 力 平衡 方程 ， 确 定 出 未 知 内 力 。 

例 1.1 WERTEN Fo RREA FETERE, wE 1.2(a) 所 
Ж. WR m 一 m RHEA, BFA =80kN. F,=45kN. F,=35kN 。 

解 : (1) 沿 m 一 m RREKET АРА 2, WA П AAR 38. 

(2) шін H 3820922 77А, ШІН 12(c)PR28. ПЁ Л ЕКЕНШЕ, AH Fae 

(3) 列 平衡 方程 求 内 力 。 


2.Е-0. Fa-F,=0 
Fa = F, =35kN 


=I 


(72272 


ГТ 


五 Лу Ех Ға ғ = F; 
ыз ™ £ 
(b) (с) 
42 


如 取 活 塞 杆 左 端 1 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 1.2(b) 所 示 ， 由 平衡 方程 
EF=0, R-F,-Fa=0 
Fa=F,- F, =80-45=35(kN) 
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知道 构件 上 的 内 力 大 小 还 不 能 判断 构件 的 强度 是 否 足 够 。 例 如 ， 有 两 根 材料 相同 的 拉 
杆 ， 一 根 较 粗 ， 另 一 根 较 细 ， 两 根 拉杆 在 相同 外 力作 用 下 内 力 是 相同 的 。 当 力 增 大 时 ， 显 
然 细 杆 会 先 断 裂 。 因 此 ， 要 研究 构件 的 强度 问题 ， 还 必须 知道 内 力 在 某 一 点 的 分 布 集 度 ， 
从 而 引入 应 力 的 概念 。 

应 力 是 受 力 构件 截面 上 内 力 在 一 点 处 的 分 布 集 度 。 如 图 1.3(a) 所 示 ， 求 解 受 力 构件 的 
т—т 截面 上 C 点 处 的 应 力 p， 可 围绕 C 点 取 微 面积 A4 ， 该 微 面积 上 分 布 的 内 力 合力 为 
АЕ ， 则 AF 与 A4 的 比值 称 为 微 面积 上 的 平均 应 力 ， 用 р, 表示 ， 为 


ar: 


в в 
” P ” g 
(a) (b) 
图 1.3 


р, 是 一 个 矢量 ， 其 方向 与 AF 相同 。 一 般 来 说 ， 截 面 mm 上 的 分 布 内 力 并 不 一 定 均 
匀 。 为 了 计算 内 力 在 C 点 处 的 集 度 ， 令 微 面积 A4 趋 于 零 时 ， 其 极限 值 就 是 C 点 处 的 应 力 
р, Ё 
. AF dF 
Ey 
C 点 处 的 应 力 一 般 情 况 下 既 不 与 截面 垂直 ， 也 不 与 截面 相 切 。 通 常 将 应 力 分 解 为 垂直 
于 截面 的 法 向 分 量 c 和 与 截面 相 切 的 切 向 分 量 r( 见 图 1.3(b))，c 称 为 正 应 力 ，z 称 为 
切 应 力 。 
应 力 的 国际 标准 单位 为 Pa， 称 为 帕斯卡 ，1Pa =1N/m? 。 工 程 中 常 使 用 MPa, 
1МРа =1x10°Pa 。 


15 变形 与 应 变 


构件 是 可 变形 固体 ， 在 外 力作 用 下 构件 会 改变 原 有 的 形状 ， 称 为 变形 。 为 了 研究 构件 
的 变形 ， 可 将 构件 看 作 无 数 个 微小 的 单元 体 (简称 微 元 体 ， 通 常 取 正 六 面体 )， 构 件 整 体 的 
变形 是 所 有 微 元 体 变形 累加 的 结果 。 
微 元 体 上 的 变形 与 作用 在 其 上 的 应 力 有 关 ， 对 于 在 正 应 力作 用 下 的 微 元 体 ( 见 图 1.4(a))， 
沿 着 正 应 力 c 方 向 的 棱 边 长 度 会 伸 长 ， 设 棱 边 的 原 长 为 Ar ， 变 形 后 长 度 的 改变 量 是 Ay ， 
则 其 比值 s。 > 为 棱 边 АВ 的 平均 线 应 变 (也 称 正 应 变 )。 为 了 精确 描述 4 点 处 沿 x 方向 的 


变形 程度 ， 使 Ax 趋 近 于 零 ， 此 时 4 点 在 x 方向 上 的 线 应 变 为 


ЖІ к, 是 无 量 纲 的 量 。 


КИ 2 


„№ 材料 力学 


对 于 在 切 应 力作 用 下 的 微 元 体 ， 棱 边 AB 与 AD 所 夹 的 直角 会 发 生 改变 ， 如 图 1.4(b) 所 
示 。 微 元 体 直角 改变 量 y = a + 8 ， 称 为 切 应 变 (或 称 剪 应 变 )。 切 应 变 的 单位 为 rad。 


16 ”材料 力学 的 研究 对 象 及 其 几何 特征 


工程 中 构件 的 类 型 主要 分 为 杆 、 板 ( 壳 )、 块 三 大 类 型 。 其 中 杆 件 是 指 其 长 度 尺寸 远大 
于 横 截 面 尺 寸 的 构件 ， 如 工程 结构 中 的 梁 、 柱 及 机 械 设 备 中 的 轴 、 连 杆 等 都 可 抽象 为 杆 
件 。 材 料 力 学 所 研究 的 主要 构件 为 杆 件 。 杆 件 以 外 的 其 他 结构 类 型 则 是 弹性 力学 研究 的 

杆 件 的 两 个 主要 几何 因素 是 横 截 面 和 轴线 。 按 轴线 的 形状 ， 杆 件 分 为 直 杆 和 曲 杆 ( 见 
图 1.53)， 按 横 截 面 沿 轴线 变化 情况 ， 杆 件 分 为 等 截面 杆 和 变 截 面 杆 ( 见 图 1.6)。 材 料 力学 中 
所 研究 的 多 为 等 截面 直 杆 。 


等 截面 杆 
g — 
g 
变 截面 杆 
7—0) 
б 
15 16 
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杆 件 受 力 情况 有 多 种 多 样 ， 相 应 的 变形 也 有 各 种 形式 。 究 其 本 质 ， 杆 件 变 形 的 基本 形 
式 可 归纳 为 4 种 ， 其 他 变形 是 基本 变形 的 组 合 。 


174 轴 向 拉 伸 或 压缩 


当 杆 件 的 两 端 (或 其 中 一 段 ) 承 受 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 作 用 线 沿 轴线 方向 的 作用 
力 时 ， 杆 件 将 产生 轴 向 伸 长 或 缩短 。 这 种 变形 形式 称 为 轴 向 拉 伸 ( 见 图 1.7(a)) 或 轴 向 压缩 
( 见 图 1.7@))。 工 程 中 吊车 的 油缸 活塞 杆 和 钢 索 、 术 架 中 的 杆 件 都 属于 此 类 基本 变形 。 
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当 杆 件 横 截 面 附近 作用 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 、 相 距 很 近 的 一 对 横向 力 ( 力 的 作用 


线 垂 直 于 杆 件 轴线 ) 时 ， 


杆 件 的 两 部 分 会 沿 外 力作 用 线 方 向 产生 相对 错位 的 变形 


( 见 图 1.7(D)， 这 种 变形 称 为 剪 切 。 机 械 设备 中 的 连接 件 如 键 、 销 钉 等 在 工作 状态 下 会 产 


生 剪 切 变形 。 
173 ”扭转 


当 杆 件 的 两 端 (或 其 中 一 段 ) 承 受 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 面 垂直 于 杆 件 轴线 的 
两 个 力 偶 时 ， 杆 件 的 相 邻 两 个 横 截 面 将 产生 绕 轴线 相对 转动 的 变形 ( 见 图 1.7(d))， 这 种 变形 
形式 称 为 扭转 。 机 械 设备 中 的 传动 轴 主 要 产生 扭转 变形 。 


1.7.4 弯曲 
在 杆 件 的 纵向 对 称 面 


内 ， 作 用 有 一 对 大 小 相等 、 转 向 相反 的 力 偶 ， 或 作用 有 与 杆 件 轴 


线 垂 直 的 横向 力 时 ， 杆 件 轴线 会 由 直线 变 为 一 条 光滑 的 曲线 ， 这 种 变形 形式 称 为 弯曲 ( 见 
图 1.7(e)、(D)， 如 桥 式 起 重 机 中 的 大 梁 、 切 削 工件 中 的 车 刀 等 都 产生 弯曲 变形 。 


本 章 小 结 


材料 力学 的 任务 就 是 在 满足 强度 、 刚 度 和 稳定 性 的 要 求 下 ， 为 设计 既 经 济 又 安全 的 构 
件 ， 提 供 必要 的 理论 基础 和 设计 方法 。 
外 力 是 指 施 加 在 构件 上 的 载荷 和 支 座 反 力 ， 外 力 按 作 用 方式 分 为 分 布 载荷 和 集中 载 


荷 ; 按 载 荷 随 时 间 的 变化 
形 时 ， 其 内 部 各 质点 之 间 


特点 ， 又 可 分 为 静 载 荷 和 动 载荷 。 内 力 是 构件 在 受 外 力作 用 而 变 
因 相对 位 置 改变 而 产生 的 相互 作用 力 ， 为 了 显示 和 求 得 构件 上 某 


ий 
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一 截面 上 的 内 力 ， 一 般 采 用 截面 法 。 

应 力 是 受 力 构件 截面 上 内 力 在 一 点 处 的 分 布 集 度 ， 变 形 是 构件 在 外 力作 用 下 构件 会 改 
变 原 有 形状 的 现象 。 
工程 中 构件 的 类 型 主要 分 为 杆 、 板 ( 壳 )、 块 三 大 类 型 ， 材 料 力学 主要 研究 等 截面 直 杆 
件 ， 杆 件 变形 有 轴 向 拉 伸 或 压缩 、 剪 切 、 扭 转 、 弯 曲 四 种 基本 形式 。 


SEN 
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【本 章 学 习 重 点 】 


本 章 重点 学 习 拉 伸 ( 压 缩 ) 杆 件 模 截 面 内 应 力 的 计算 .利用 胡 克 定律 计算 拉 伸 (压缩 杆 件 
的 变形 量 。 塑 性 材料 和 及 性 材料 在 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 性 能 。 根 据 拉 ( 压 ) 杆 的 强度 条 件 ， 
对 其 进行 强度 计算 . 

【本 章 学 习 目标 


熟练 计算 拉 ( 压 ) 杆 的 内 力 ， 并 正确 绘制 轴 力 图 。 

掌握 拉 ( 压 ) 杆 的 应 力 计算 公式 。 

掌握 纵 、 横 向 线 应 变 的 概念 及 关系 ， 会 用 胡 克 定律 进行 应 变 和 变形 量 的 计算 。 
熟悉 应 变 能 的 概念 及 计算 。 

熟知 低 碳 钢 、 铸 铁 等 材料 在 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 性 能 

能 利用 强度 条 件 对 拉 ( 压 ) 构 件 进行 强度 校 核 、 截 面 设计 和 承载 能 力 计算 。 

能 求解 简单 的 拉 ( 压 ) 超 静 定 问题 。 

了 解 应 力 集中 的 概念 。 


2.1 轴 向 拉 伸 和 压缩 的 概念 


承受 轴 向 载荷 的 拉 伸 和 压缩 杆 在 工程 中 应 用 非常 广泛 。 例如， 汽车 起 重 机 中 的 钢 索 在 
重 物 作 用 下 受 拉 ， 吊 臂 变 幅 缸 沿 活塞 杆 受 压 ( 见 图 2.1(a)): 内 燃 机 连 杆 在 冲程 阶段 受 压 ， 用 


来 紧 固 


的 螺栓 受 拉 ( 见 图 2.1(b))。 此 外 ， 如 锻压 机 的 立柱 在 锻压 时 受 拉 ; 千斤 项 的 螺杆 在 顶 


起 重 物 时 受 压 ， 桥架 中 的 杆 件 不 是 受 拉 便 是 受 压 。 


活塞 
活塞 环 
活塞 销 


连 杆 


紧 固 螺栓 


жт ә 


(а) (b) 
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上 述 受 拉 或 受 压 的 构件 虽然 外 形 各 异 ， 加 载 方式 也 不 同 ， 但 它们 都 可 以 简化 为 两 端 受 
力 的 等 直 二 力 杆 ， 其 受 力 特征 是 在 杆 的 两 端 受 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 与 杆 轴线 
重合 的 集中 力 ， 其 变形 特征 是 杆 将 发 生 轴 线 方向 的 伸 长 或 缩短 。 这 些 杆 件 的 受 力 简 图 和 变 
形 情况 (虚线 表示 变形 后 的 形状 ) 如 图 2.2 所 示 。 


j — бш 
i ІП 


图 2.2 


22 ” 轴 力 和 轴 力 图 


轴 向 拉 伸 或 压缩 的 杆 件 在 任 一 截面 上 的 内 力 可 通过 截面 法 求 得 ， 图 2.3(a) 中 受 轴 向 拉 
伸 的 杆 件 ， 杆 件 左 右 两 端 在 指定 横 截 面 m—m 上 的 内 力 是 一 个 分 布 力 系 ， 其 合力 为 及 ( 见 
图 2.3(b)、(c))， 由 平衡 方程 得 到 五, = F + 


КО] 
Е а 
т 
(о 
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因为 外 力 的 作用 线 与 杆 件 轴线 重合 ， 内 力 的 合力 F, 的 作用 线 也 必然 与 杆 件 的 轴线 重 
合 ， 所 以 轴 向 拉 伸 或 压缩 中 的 内 力 称 为 轴 力 。 材 料 力学 中 规定 ， 杆 件 受 拉 伸 ( 轴 力 背 离 截面 ) 
时 的 轴 力 ( 即 为 拉力 ) 为 正 ， 压 缩 ( 轴 力 指向 截面 ) 时 的 轴 力 ( 即 为 压力 ) 为 负 。 这 样 规定 后 ， 尽 
管 图 2.3(o) 中 天 ,方向 在 x 轴 反 方向 ,但 由 于 是 拉力 ， 仍 然 为 正 。 

如 果 杆 件 上 作用 有 两 个 以 上 的 轴 向 外 力 ， 则 在 杆 件 各 部 分 的 横 截 面 上 的 轴 力 不 尽 相 
同 ， 这 时 可 用 轴 力 图 来 表示 轴 力 沿 杆 件 轴线 方向 的 不 同 横 截面 上 的 变化 情况 。 轴 力图 的 绘 
制 规定 如 下 。 
а) 平行 于 杆 轴线 的 横 坐 标 表示 杆 横 截 面 的 位 置 ， 垂 直 于 杆 轴线 的 纵 坐 标 表示 杆 横 截 
面 上 轴 力 的 数值 ， 即 建立 А-х 坐标 系 。 

(2) 用 截面 法 求 出 杆 件 各 段 的 轴 力 ， 并 在 坐标 系 中 画 出 轴 力 ， 标 上 轴 力 值 。 两 个 相 邻 


轴 向 外 力作 用 
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点 之 间 的 杆 横 截 面 上 的 轴 力 是 相同 的 ， 因 此 指定 横 截 面 取 在 相 邻 两 外 力作 用 


点 之 间 。 


(з) 习惯 上 将 正 值 的 轴 力 画 在 上 侧 ， 标 注 “+” 号 ， 负 值 轴 力 画 在 下 侧 ， 标 注 “-” 号 。 

(4) 为 了 直观 地 看 到 每 个 截面 上 内 力 的 大 小 ， 在 轴 力 图 上 画 出 与 五 , 轴 平 行 的 线 。 

例 2.1 如 图 2.4(a) 所 示 等 直 杆 ， 在 B. C. D fE Er J FE. Е, ЖЕ, W 
五 =8kKN， 厂 =3KN， 五 =2kN。 试 画 出 杆 件 的 轴 力 图 。 

解 : (1) 求 约束 反 力 。 


用 静 力 学 方法 ， 画 受 力 图 如 图 2.4(b) 所 示 ， 列 平衡 方程 为 


УЕ=0, Қ-Е,-Е-Қ,-0 


F, =F, —F ,—F,=8kN —3kN — 2kN =3kN 

(2) 计算 轴 力 。 

fE AB RA, W 1—1 截面 截 开 后 取 左 段 杆 为 研究 对 象 ( 见 图 2.4(c))， 假 定 轴 力 为 К, 
由 平衡 方程 可 求 得 轴 力 为 


Fa =F,, =3kN (拉力 ) 


图 2.4 
同 理 可 求 得 BC 段 内 任 一 横 截 面 的 轴 力 ( 见 图 2.4(d)) 为 
FE, =F,, — F, =3kN -8KN =—5kN (压力 ) 
Ж CD 段 内 的 轴 力 时 ， 可 取 外 力 较 少 的 右 段 作为 研究 对 象 ， 并 假定 为 五 , 拉力 ( 见 


图 
ЕШ 
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2.4(e))， 则 有 
Fa =—F,=—2kN (压力 ) 
(3) 画 轴 力图 。 
按 轴 力 图 的 作 图 规则 ， 画 出 杆 的 轴 力图 如 图 2.4G9 所 示 。 从 轴 力 图 中 可 以 看 出 ， 最 大 
轴 力 发 生 在 BC 段 ， 且 为 压力 。 
从 作 轴 力图 中 可 知 ， 外 力作 用 点 就 是 轴 力 突变 的 横 截面 。 如 杆 上 作用 有 п 个 集中 外 
力 ， 轴 力图 的 分 段 数 为 n-1。 


23 拉 ( 讨 ) 杆 内 的 应 力 


2.3.1 拉 ( 压 ) 杆 横 截面 上 的 应 力 

在 轴 向 拉 ( 压 ) 的 横 截 面 上 ， 除 轴 力 玉 外 ， 没 有 其 他 内 力 分 量 。 因 此 ， 杆 件 横 截 面 上 只 
有 正 应 力 c 。 根 据 连 续 性 假设 ， 轴 力 在 横 截 面 上 是 连续 分 布 的 ， 那 么 横 截面 上 的 正 应 力也 
分 布 于 整个 截面 ， 正 应 力 c 在 横 截面 上 的 分 布 规律 还 不 清楚 。 

为 了 弄 清楚 正 应 力 o 在 杆 模 截 面 内 的 分 布 规律 ， 可 以 观察 一 个 试验 : 取 一 根 等 直 杆 ( 见 
图 2.5(a))， 在 其 侧面 画 上 两 条 垂直 于 轴线 的 横向 线 abp、cd( 可 设想 为 两 个 横 截 面 )。 然 后 在 
杆 两 端 施加 一 对 轴 向 拉力 ， 使 其 产生 拉 伸 变形 (变形 后 的 杆 件 如 图 2.5(a) 中 的 虚线 所 示 )。 从 
中 可 观察 到 以 下 现象 ,变形 后 的 两 条 横向 线 ab'、c4' 仍 然 为 直线 ， 且 垂直 于 杆 的 轴线 ， 只 
是 分 别 沿 轴线 平行 移动 了 一 段 距离 。 


2.5 


根据 上 述 试验 现象 ， 可 提出 一 个 新 的 假设 ， 并 由 此 得 到 正 应 力 的 分 布 规律 。 

(1) 平面 假设 。 假 设 变形 前 原 为 平面 的 横 截面 ， 在 杆 件 变形 后 仍 保持 为 平面 且 垂直 于 
轴线 。 

(2) 由 平面 假设 知 ， 杆 件 所 有 纵向 纤维 的 伸 长 是 相等 的 ， 结 合 均 匀 性 假设 ， 纵 向 纤维 
力学 性 能 相同 。 由 此 可 以 推断 横 截 面 上 各 点 的 正 应 力 c 相 等 ， 即 正 应 力 均 匀 分 布 于 横 截面 
上 ，o 是 一 个 常量 ， 如 图 2.5(b) 所 示 。 

按照 应 力 与 内 力 的 静 力学 关系 ， 即 

E, -По44-в|44-сА 
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拉 ( 压 ) 杆 横 截面 上 正 应 力 o 的 计算 公式 为 
o=— (2.11) 


Же» ҚУУЫ A 为 杆 的 模 截 面 面 积 。 

正 应 力 o 的 符号 与 轴 力 ,符号 是 一 致 的 ， 拉 应 力 为 正 ， 压 应 为 为 负 。 

式 (2.1) 是 根据 正 应 力 在 杆 横 截面 上 均匀 分 布 的 结论 而 导出 的 ， 如 杆 端 外 力 是 均 布 载荷 
则 完全 适应 。 若 杆 端 作用 的 是 集中 载荷 ， 则 集中 载荷 作用 点 附近 区 域 应 力 分 布 较为 复杂 ， 
暂且 不 能 描述 作用 点 附近 应 力 的 真实 情况 。 圣 维 南 原理 指出 : “力作 用 于 杆 端 方式 的 不 
同 ， 只 会 使 杆 端 距离 不 大 于 杆 的 横向 尺寸 的 范围 内 受到 影响 。” 根 据 这 一 原理 可 知 ， 式 
(2.1) 为 除 杆 端 附近 外 的 拉 ( 压 ) 杆 应 力 计 算 公 式 。 

例 22 简易 起 重 设备 及 受 力 如 图 2.6(a) 所 示 ， 不 计 杆 件 自重 。 其 中 重 物 F =22kN , 
钢 杆 BD 直径 d=22mm ， 钢 梁 CD 的 横 截 面积 A = 2320mm2 。 试 求 BD. CD 两 杆 横 截面 


内 的 应 力 。 


解 : (1) 确定 各 杆 的 轴 力 。 
结构 中 B. C. D =), Вр. Ср 杆 均 只 有 两 端 受 力 ， 可 简化 为 轴 向 拉 ( 压 ) 
杆 件 ， 假 设 Вр. Ср 杆 轴 力 均 为 拉力 ( 见 图 2.6(b))。 由 节点 D 的 平衡 方程 为 
УЕ =0, -Қ,-Қ,сов45 =0 
УЕ, =0, Fasin45 -Е=0 

由 上 面 两 式 解 得 二 杆 轴 力 分 别 为 

F. =V2F =V2x22kN =31.11kN 

F, =—F =—22kN (压力 ) 


(2) 计算 各 杆 的 应 力 。 
由 式 (2.1) 可 求 得 BD. CD 杆 横 截 面 上 的 正 应 力 分 别 如 下 。 
杆 BD: 


_ Fa _4x3111x10° 


=—E—=—— a = 63.38x10°Pa = 63.38МРа 
ndi/4 nx25 x10 


КЕ 2 
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杆 CD: 
F М. 3 
о, = ы. = 9.48 х10°Ра = —9.48MPa ( 压 应 力 ) 
A» 2320х10 
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为 了 全 面 了 解 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 中 的 应 力 情况 ， 在 分 析 杆 件 横 截 面 的 应 力 后 ， 有 必要 进 一 
步 研究 其 他 截面 上 的 应 力 ， 这 将 对 后 述 的 杆 件 破坏 分 析 提 供 更 多 的 理论 依据 。 

斜 截面 是 指 与 杆 的 横 截 面 成 w 角 的 截面 (简称 & 截面 )， 且 约定 从 横 截 面 转 到 斜 截面 
时 ， 逆 时 针 转 动 a 角 为 正 ， 顺 时 针 转 动 a 角 为 负 。 

研究 拉 ( 压 ) 杆 斜 截 面 上 的 应 力 仍 采用 截面 法 ， 如 图 2.7(a) 所 示 ， 用 一 假想 平面 沿 斜 截面 
将 杆 件 截 分 为 两 部 分 ， 取 左 段 杆 为 研究 对 象 ( 见 图 2.7(b))。 


图 27 
以 FF, 表示 和 斜 和 截面-k 上 的 内 力 合力 ， 由 二 力 两 衡 定律 可 知 
Е,-Е (2.2) 
HAARMA А„, А, 与 横 截 面 面 积 4 的 关系 为 
4 


A, = (2.3) 
cosa 


和 斜 截面 上 的 应 力 pa 在 斜 截面 内 也 是 均 布 的 ， 方 向 与 瓦 . 一致。 由 式 (2.2)、 式 (2.3) 可 得 
和 斜 截面 上 的 应 力 p, 为 


Z eos а = o'cos а (2.4) 


Е. 
Pa а 
式 中 ，o 为 横 截 面 上 的 正 应 力 。 
将 应 力 р, 分 解 为 沿 截面 法 线 方向 的 正 应 力 o, 和 沿 截 面 切 线 方 向 的 切 应 力 r。 W 
图 2.7(c) 所 示 ， 可 得 


с, = Pa COS z = O COS? а (2.5) 
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Ta = pa sina = эш 2а (2.6) 
式 (2.3)、 式 (2.6) 表 示 了 杆 内 任 一 斜 截面 上 的 正 应 力 o, MIAN T, Ша 角 的 变化 规 
律 ， 并 可 以 看 出 以 下 两 点 。 
(1) wx =0?" 时 ， 正 应 力 cu 最大， 其 值 co = c ， 即 最 大 正 应 力 发 生 在 横 截 面 上 。 
Q cx=45" 时 ， 切 应 力 rs 最 大 ， 其 值 rs => 即 最 大 切 应 力 发 生 在 与 横 截 面 成 45* 
的 斜 截面 上 。 
例 2.3 如 图 2.8 所 示 两 钢板 沿 c 角 焊 成 整体 ， 受 拉力 F = 20kN ， 钢 板 厚度 1 =10mm ， 
宽度 b=200mm。 求 ga=30° 时 焊 颖 内 应 力 。 
解 : 先 求 钢板 横 截 面 上 的 应 力 为 
3 
oss -E _ 20X10 pa 10x10'Pa =10MPa 
A bt 02х001 
焊 缝 内 的 正 应 力 即 30° 截面 的 正 应 力 ， 为 
су = о соз” а =10МРа x соз” 30° = 7.SMPa 


焊 颖 内 的 切 应 力 为 
ë =Tsin2a = Mpa x sin60° = 4.33МРа 
F 5. Е 
30° 
28 


24 拉 ( 压 ) 杆 的 变形 


等 直 杆 在 轴 向 拉 伸 时 ， 会 引起 杆 轴 向 尺寸 的 伸 长 和 横向 尺寸 的 缩小 ， 即 产生 纵向 变形 
和 横向 变形 ， 反 之 在 轴 向 压缩 时 ， 杆 轴 向 尺寸 会 缩短 ， 横 向 尺寸 会 增 大 。 


241 纵向 线 应 变 和 横向 线 应 变 
如 图 2.9 所 示 ， 一 根 长 度 为 /、 横 向 尺寸 为 b 的 等 直 杆 ， 在 轴 向 拉力 Е 的 作用 下 ， 其 
长 度 增 加 为 1 ， 横 向 尺寸 变 为 » ， 则 杆 在 纵向 伸 长 量 为 
Al=1, -1 (2.7) 


ШЕНІ? 


„№ 材料 力学 


由 于 拉杆 内 各 段 伸 长 是 均匀 的 ， 杆 件 内 的 纵向 线 应 变 可 表示 为 


2-3 0.8) 
显然 ， 线 应 变 E 在 杆 件 伸 长 时 为 正 ， 缩 短 时 为 负 。 
杆 件 在 横向 变形 量 为 
Ab=b,-b (2.9) 
则 横向 线 应 变 为 
s-2 (2.10) 
显然 ， 拉 杆 的 横向 线 应 变 为 负 。 受 拉 ( 压 ) 杆 件 的 纵向 线 应 变 与 横向 线 应 变 的 符号 总 是 
相反 的 。 


试验 结果 表明 ， 当 应 力 不 超过 一 定 值 (比例 极限 ， 后 述 ) 时 ， 横 向 线 应 变 e' 与 纵向 线 应 
变 E 之 比 的 绝对 值 是 一 个 常数 ， 即 


Й 


да| C.1D 
£ 
и 称 为 横向 变形 因数 或 泊 松 比 ， 是 一 个 量 纲 为 1 的 量 ， 其 数值 与 材料 相关 。 通 常 称 泊 
ЖЕ д 为 材料 弹性 常数 。 
因为 纵向 线 应 变 与 横向 线 应 变 的 正 负 号 总 相反 ， E 的 关系 可 表达 为 
ск C.12) 
242 ARER 


对 于 工程 上 常用 材料 如 低 碳 钢 、 合 金 钢 制作 的 拉杆 ， 通 过 一 系列 试验 可 以 发 现 ， 当 杆 
内 应 力 不 超过 材料 某 一 极限 值 ( 即 比例 极限 ， 后 述 ) 时 ， 杆 的 伸 长 量 A1 与 其 所 受 外 力 F. FF 


的 原 长 7 成 正比 ， 而 与 杆 的 横 截 面积 4 成 反比 ， 表 达 式 为 


Ава. 
А 


引入 比例 常数 E 后 ， 得 到 胡 克 定律 的 表达 式 为 
Ag. = (213) 
式 中 ， 比 例 常 数 E RIER E, ЖЕЙ {УЫ Ра, TE Н MPa 或 GPa. E 值 大 
小 因 材 料 而 不 同 ， 通 过 试验 测定 , E 与 泊 松 比 w 都 称 为 材料 弹性 常数 。 表 2.1 列 出 了 几 种 
常用 材料 的 天、w 值 。 

式 (2.13) 中 的 EA 称 为 杆 件 的 抗 拉 (或 抗 压 ) 刚 度 ， 它 反映 了 杆 件 抵抗 变形 的 能 

将 式 (2.13) 改 写 为 


м. 
1 


ЕЦЕШ 
Е А 
即 可 得 胡 克 定律 另 一 形式 的 表达 式 为 
s=% 或 o=Ee (2.14) 
胡 克 定律 又 可 表述 为 : 当 应 力 不 超 过 材料 的 比例 极限 时 ， 应 力 与 应 变 成 正比 。 
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324 几 种 常用 材料 的 E 和 4 的 约 值 


碳 钢 196~216 0.24~0.28 
合金 钢 186~206 0.25~0.30 
灰 铸铁 78.5--157 0.23--0.27 
铜 及 合金 72.6~128 0.31—0.42 
铝 合金 70 0.33 


例 2.4 如 图 2.10 所 示 ， 一 材料 为 低 碳 钢 的 试 件 受 拉 伸 变形 ， 杆 直径 4 =10mm ， 试 
件 拉 伸 前 标注 的 А, B 之 间 长 度 为 50mm。 当 拉力 F = 10kN 时 仍 为 弹性 变形 ， 且 测量 得 
4、B 之 间 伸 长 量 为 50.031mm。 试 求 : (D) 该 试 件 的 应 变 ，(2) 杆 内 的 最 大 正 应 力 和 最 大 切 应 
力 ; (3) 材 料 的 弹性 模 量 。 


==) 


图 2.10 


解 : (1) 试 件 的 应 变 。 
fE Е= 20kN 时 ，4、B 两 点 间 的 促 长 量 为 

Al = 50.03 Imm — 50mm = 0.031mm 
纵向 线 应 变 为 


(2) 杆 内 的 最 大 正 应 力 和 最 大 切 应 力 。 
最 大 正 应 力 发 生 在 横 截 面 上 ， 为 
F F 4x10x10° 
с -О---- = 一 一 一 
к А та1/4 пх10°х10% 
最 大 切 应 力 发 生 在 45° 截面 ， 为 


=127.3х10°Ра =127.3MPa 


ты. = A = 63.65МРа 


шах 


G) 材料 的 弹性 模 量 。 
由 胡 克 定律 ， 低 碳 钢 弹性 模 量 为 
ЖЖ = 2.04х10"Ра = 204GPa 
g 6.24х10 

5125 图 2.11(a) 所 示 杆 系 由 圆 截 面 钢 杆 1、2 pR. CAR MRR РУКЕ БТЕ) 
成 a=30" 的 夹 角 ， 杆 长 均 为 1=2m， 直 径 均 为 4 =25mm， 钢 的 弹性 模 量 E=210GPa 。 当 
节点 4 处 悬挂 一 重量 P=100kN 的 重 物 时 ， 试 求 节点 4 的 位 移 。 

解 : (1) 各 杆 轴 力 。 
在 小 变形 情况 下 ， 轴 力 引起 的 1、2 两 杆 伸 长 对 c 角 的 变化 可 忽略 不 计 。 假 定 各 杆 轴 


ЮА 2, 
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力 均 为 拉力 (图 2.11(b))， 力 系 在 节点 4 的 平衡 方程 为 
УЕ =0, Fosia-Fasina=0 
УЕ, =0, Facosa+F, соѕа-Р= 0 
解 得 1、2 杆 的 轴 力 为 


Fa = Fo = а (拉力 ) 
2cosa 
(2) 各 杆 变形 。 
由 胡 克 定律 有 
г е ЭШЕ ШЕ 
ЕА 2ЕАсоѕа 


211 


(3) 节点 4 的 位 移 。 

如 图 2.11(c) 所 示 ， 杆 1、2 在 伸 长 后 仍 贸 接 4 点 ( 杆 伸 长 后 不 会 分 开 )， 即 满足 于 后 述 
的 几何 相 容 条 件 。 А 点 就 是 两 杆 在 承重 后 的 新 位 置 。 受 拉 伸 长 后 的 杆 BA, 上 A, 端的 位 置 
只 可 能 在 以 B 点 为 圆心 、 以 B4, 长 度 为 半径 的 圆 弧 上 ;， 同样 ， 杆 C4, 上 A, 端的 位 置 只 可 
能 在 以 C 点 为 圆心 ， 以 СА, 长 度 为 半径 的 圆 弧 上 。 因 此 ，:44' 的 形成 就 是 上 述 两 圆 弧 的 交 
点 。 将 三 角形 人 4' А 4, 看 成 近似 直角 三 角形 ， 可 得 


= 
сова 2ЕАсоѕ а 
100х10° х2 


=——— 3 — L h =n =1 3 с» 
2х210х10° x (rx25? x10% /4)x cos? 30 
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25 拉 ( 压 ) 杆 内 的 应 变 能 


弹性 物体 在 受 力 变形 的 同时 会 积 著 能 量 ， 变 形 越 大 ， 积 著 的 能 量 越 多 。 当 外 力 消失 
时 ， 弹 性 物体 会 恢复 到 原来 形状 ， 它 又 将 释放 出 能 量 而 做 功 。 例 如 ， 开 己 射 箭 时 ， 箭 是 千 
变形 后 的 弓 射 出 的 ， 要 想 使 箭 能 射 得 更 远 ， 就 要 增 大 弓 的 变形 ， 从 而 积蓄 更 多 的 能 量 ， 弓 
在 释放 能 量 时 做 更 大 的 功 ， 又 如 ， 体 育 项 目 跳板 跳水 ， 跳 水 运动 员 跃 到 空中 是 借助 跳板 的 
变形 ， 跳 板 变形 越 大 ， 积 蓄 能 量 越 多 ， 运 动员 能 跳 得 越 高 ， 从 而 保证 有 更 多 的 时 间 来 完成 
空中 动作 。 弹 性 物体 在 外 力作 用 下 ， 因 变形 而 储存 的 能 量 称 为 应 变 能 。 

杆 件 在 轴 向 拉 仲 和 压缩 变形 中 也 会 积蓄 应 变 能 。 积 蓄 在 弹性 杆 内 的 应 变 能 V, 在 数值 上 
等 于 外 力 所 做 的 功 W, ШШ 


V,=W (2.15) 
式 (2.15) 称 为 弹性 物体 的 功能 原理 。 
要 获得 拉 ( 压 ) 杆 的 应 变 能 ， 首 先 要 计算 外 力 所 做 的 功 W. ШІН 2.12(a) 所 示 ， 设 受 拉杆 
件 上 端 固定 ， 作 用 于 下 端的 拉力 F 由 零 开 始 缓慢 增 大 到 F 后 ， 杆 的 仲 长 量 由 零 变 为 A7, 。 
拉力 Е 从 零 加 载 到 五 过 程 中 是 随 着 的 Al 变化 不 断 变化 的 ， 因 此 在 杆 端 产生 同样 大 小 位 移 
时 ( 设 为 d(A7) )， 则 开始 做 的 功 少 ， 越 到 后 来 做 的 功 越 多 。 如 图 2.12(b) 所 示 ， 设 拉力 由 某 
— FM KJ F + dF 时 ， 杆 端 位 移 增 量 为 d(A1) ， 此 刻 所 做 的 功 为 


dW = F.d(AD (216) 
当 拉 力 从 零 加 载 到 A 的 整个 过 程 中 ， 外 力 所 做 的 功 为 
W =f aw = f" F-a(Al) (247) 


式 (2.17) 表 明 ， 外 力 下 所 做 的 功 就 是 F- Al 关系 图 线 下 的 面积 。 


图 2.12 
若 外 力 加 载 到 五 时 仍 为 弹性 变形 ， 由 胡 克 定律 可 知 F-Al 关系 图 线 是 一 条 和 斜 直线 ， 斜 


直线 下 面 的 面积 是 一 个 三 角形 面积 ， 故 有 


w --Е -Al (2.18) 


由 式 (2.15)， 可 得 积蓄 在 杆 内 的 应 变 能 为 
е 
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Рр, -тЕ -Al -1R -Al (2.19) 
Al 以 胡 克 定律 形式 代入 式 (2.19)， 得 
© = КЦ (2.20) 
= JEA 


式 (2.20) 也 适应 于 受 压 杆 件 的 应 变 能 计算 。 

单位 体积 内 的 应 变 能 称 为 应 变 能 密度 ， 用 u。 表示， 单位 为 Js 。 对 于 纯粹 的 拉杆 或 压 
杆 来 说 ， 各 横 截 面 内 的 所 有 点 的 正 应 力 均 相同 ， 应 变 能 密度 o, 就 等 于 杆 的 应 变 能 大 除 以 
杆 的 体积 V, 即 


1 
ЕМ 
к о „А 
кле ар о” (2.21) 
由 胡 克 定律 ， 式 (2.21) 又 可 写成 
2 2 
РА ТРЧЕ Е. (222) 
2° ФЕ 2 


26 材料 在 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 性 能 


一 个 构件 的 承载 能 力 除了 与 应 力 大 小 有 关外 ， 还 与 构件 的 材料 有 关 。 材 料 的 力学 性 能 
是 指 材料 在 外 力作 用 下 表现 出 的 变形 、 破 坏 等 方面 的 性 质 。 不 同 的 材料 有 不 同 的 力学 性 
能 ， 材 料 的 力学 性 能 是 由 试验 来 测定 的 。 测 定 材料 力学 性 能 的 试验 种 类 较 多 ， 下 面 介绍 的 
是 在 室温 下 以 缓慢 平稳 的 加 载 方式 进行 的 试验 ， 即 常温 静 载 试验 。 

2.6.1 材料 在 拉 伸 时 的 力学 性 能 


在 进行 拉 伸 试验 时 ， 为 了 获得 较 准确 的 材料 性 能 参数 ， 专 门 制定 了 金属 拉 伸 试 验 的 国 
家 标准 。 标 准 规定 被 测 材料 应 做 成 标准 试 样 ， 如 图 213 所 示 ， 在 试 样 上 取 长 度 为 1 的 一 段 
作为 试验 段 ( 试 验 前 刻 上 两 条 横 线 )，1 称 为 标 距 。 我国 标准 采用 的 试 样 有 圆柱 试 样 和 板式 试 
样 ， 对 圆柱 试 样 ， 标 距 1 与 直径 4 有 两 种 比例 ， 即 1=54 和 1= 104. 


ЕКЕ 二 == 


图 2.13 


将 标准 试 样 在 材料 试验 机 上 进行 单 向 拉 伸 试验 ， 试 验 过 程 中 可 自动 记录 试 样 所 受 的 载 
荷 及 相应 的 变形 ， 直 至 试 样 被 拉 断 ， 最 后 得 到 试验 全 过 程 的 载荷 一 一 变形 曲线 。 


1. 低 碳 钢 拉 伸 时 的 力学 性 能 
低 碳 钢 是 工程 上 广泛 使 用 的 金属 材料 ， 含 碳 量 在 0.3% 以 下 ， 是 一 种 典型 的 塑性 材料 ， 
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这 种 材料 在 拉 伸 试 验 中 表现 出 的 力学 性 能 较为 全 面 和 具有 代表 性 。 


通过 低 碳 钢 拉 伸 试 验 ， 得 到 如 图 2.14 RAIF -A 关系 曲线 ， 也 称 拉 伸 图 。 若 将 拉 伸 
图 的 纵 坐 标 F 除 以 试 样 横 截面 的 原始 面积 4， 将 其 横 坐 标 Al 除 以 试 样 标 距 的 原始 长 度 7， 


就 得 到 了 


一 个 以 为 纵 坐 标 、 2А 


变 曲 线 ， 如 图 2.15 所 示 。 


图 2.14 


标 且 形状 与 拉 伸 图 相似 的 c-s 曲线 ， 称 为 应 力 - 应 


图 2.15 


试 样 的 拉 伸 图 直接 反映 出 材料 的 变形 、 破 坏 的 全 部 过 程 ， 但 其 纵 坐 标 和 横 坐 标 上 的 取 值 
与 试 样 的 几何 尺寸 有 关 。 而 应 力 - 应 变 曲线 与 试 样 尺寸 无 关 ， 可 表示 出 材料 的 力学 性 能 。 

根据 低 碳 钢 拉 伸 图 和 应 力 -应变 曲 线 图 的 特征 ， 可 将 拉 伸 过 程 分 为 4 个 阶段 并 得 到 相 
应 的 力学 性 能 。 

1) 弹性 阶段 

弹性 阶段 是 指 图 2.15 中 的 Ob 范围 。 在 拉 伸 初始 阶段 的 Oa 段 是 一 条 和 斜 直线 ，o 与 a 
成 线性 关系 ， 即 胡 克 定律 


o=Ee (2.23) 


式 (2.23) 中 弹性 模 量 С IFE LPD Oa 的 斜率 ， 材 料 巨 值 也 是 通过 拉 伸 试 验 获得 的 。 
£ 
直线 部 分 的 最 高 点 a 所 对 应 的 应 力 称 为 比例 极限 ， 用 с, 表示 。 杆 件 内 的 应 力 只 有 低 于 比例 
极限 时 材料 才 服 从 胡 克 定律 ， 或 者 说 材料 是 线 弹 性 的 。 
应 力 超过 比例 极限 后 ， 从 a 点 到 b 点 不 是 直线 ， 之 间 不 再 是 线性 关系 ， 但 卸 除 拉力 后 


变形 仍 可 完全 消失 ， 这 种 变形 称 为 弹性 变形 。2 点 所 对 应 的 应 力 称 为 材料 的 弹性 极限 ， 用 
ORR. EHRE, a b 两 点 非常 接近 ， 工 程 上 对 弹性 极限 和 比例 极限 并 不 严格 区 分 。 


2) 
ИЛЕ 
大 ， 而 此 


屈服 阶段 


时 的 拉力 值 只 会 在 一 个 很 小 范 


阶段 是 指 图 2.15 中 的 be 范围 。 当 应 力 超过 弹性 极限 后 ， 试 样 的 伸 长 量 快速 增 


围 内 波动 ， 这 一 阶段 内 材料 似乎 失去 了 抵抗 变形 的 


能 力 。 这 种 应 力 不 增 加 而 应 变 继续 增 大 的 现象 称 为 材料 的 届 服 或 流动 。 在 屈服 阶段 内 最 高 
点 应 力 和 最 低 点 应 力 分 别称 为 上 屈服 极限 和 下 屈服 极限 。 试 验 中 下 屈服 强度 值 相对 稳定 ， 


иш 
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通常 将 下 屈服 强度 称 为 材料 的 屈服 强度 或 届 服 极限 ， 用 o 表示。 屈服 极限 是 判别 材料 是 否 
产生 塑性 变形 的 标志 参数 ， 构 件 产生 塑性 变形 后 会 影响 到 机 器 的 正常 工作 ， 所 以 屈服 极限 
o. 是 衡量 材料 强度 的 一 个 重要 指标 。 

在 届 服 阶段 还 可 观察 到 一 种 现象 ， 若 将 试 样 表 面 抛光 ， 则 在 试 样 表 面 出 现 大 约 与 轴线 
成 45° 的 条 纹 ( 见 图 2.16)， 这 是 由 材料 内 部 晶 粒 产生 相对 滑 移 而 形成 的 ， 称 为 滑 移 线 。 材 
料 晶 粒 的 滑 移 是 由 切 应 力 引起 的 ， 因 45° 斜 截 面 上 切 应 力 最 大 ， 故 滑 移 线 方向 与 杆 轴线 成 
45° fo 


图 2.16 


3) ”强化 阶段 

强化 阶段 是 指 图 2.15 中 的 ce 范围 。 经 过 届 服 阶段 的 结束 点 с 点 ， 材 料 又 恢复 了 抵抗 
变形 的 能 力 ， 若 要 使 杆 继 续 伸 长 必须 增 大 拉力 。 在 这 一 阶段 内 ， 材 料 在 继续 塑性 变形 中 ， 
其 力学 性 能 (如 届 服 强度 ) 会 有 所 提高 ， 这 种 现象 称 为 材料 的 强化 。 强 化 阶段 的 最 高 点 e 点 
所 对 应 的 应 力 是 指 材料 能 承受 的 最 大 应 力 ， 称 为 强度 极限 或 抗 拉 强度 ， 用 oi 表示。 强度 极 
ІК o, 是 衡量 材料 强度 的 另 一 个 重要 指标 。 试 验 发 现 ， 如 在 强化 阶段 内 的 任 一 时 刻 (图 2.15 
中 的 d 点) 停止 加 载 并 逐渐 估 除 载荷 ， 应 力 和 应 变 值 将 沿 斜 直 线 dd' 变化 最 终 达 到 q' кї, R 
Hadd 与 弹性 阶段 内 的 直线 几乎 平行 。 这 表明 在 务 载 时 ， 应 力 和 应 变 遵 循 线性 关系 的 规 
律 ， 这 就 是 材料 的 卸载 规律 。 由 此 可 知 ， 材 料 进 入 强化 阶段 后 ， 试 样 的 变形 包括 弹性 变形 
和 塑性 变形 两 部 分 ， 例 如 d 点 卸载 为 零 后 ， 弹 性 变形 消失 ， 只 留 下 不 能 消失 的 O4' 。 

进入 强化 阶段 的 材料 卸载 为 零 后 ， 如 再 次 加 载 ， 则 应 力 和 应 变 关系 将 沿 印 载 时 的 斜 直 
Жал 变化 ， 加 载 到 а 点 以 前 材料 的 变形 都 是 弹性 变形 ， 过 了 а 点 后 才 重新 出 现 塑性 变 
形 。 这 一 过 程 提高 了 材料 的 比例 极限 值 c, ， 对 于 以 屈服 为 破坏 标志 的 材料 ， 提 高 了 构件 的 
承载 能 力 ， 但 构件 后 面 能 承受 的 塑性 变形 减 小 了 ， 这 种 现象 称 为 冷 作 硬化 。 冷 作 硬 化 在 工 
程 中 有 利 有 弊 。 例 如 ， 建 筑 用 的 钢筋 常 通过 冷 拔 工艺 提高 强度 ， 机 械 制造 中 ， 使 用 喷 丸 工 
艺 让 零件 表面 产生 塑性 变形 来 提高 零件 表面 强度 。 冷 作 硬化 后 的 材料 有 时 会 给 切削 加 工 带 
来 困难 ， 往 往 又 要 用 热处理 方法 来 消除 冷 作 硬 化 。 

4) ”局 部 变形 阶段 

局 部 变形 阶段 是 指 图 2.15 中 ef B. PPL Y e 点 后 ， 在 试 件 某 一 局 部 范围 内 横向 尺寸 突 
然 急 剧 缩小 ， 形 成 如 图 2.17 所 示 的 “ 缩 颈 ”现象 。 由 于 缩 颈 部 分 横 截 面积 减 小 ， 使 试 样 继 
续 伸 长 所 需 的 拉力 会 减 小 ， 一 直到 试 样 拉 断 。 
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试 样 拉 断 后 ， 标 距 由 原始 长 度 7 变 为 1 ， 在 试 样 标 距 段 内 的 伸 长 量 (1, - 1) 与 原始 标 距 
1 之 比 的 百分数 称 为 材料 伸 长 率 ， 用 3 表示 ， 即 
ó= 一 x100% (2.24) 


伸 长 率 是 衡量 材料 塑性 的 一 个 重要 指标 。 工 程 上 通常 按 伸 长 率 的 大 小 将 材料 分 为 两 大 
Ж: 8 >5% 的 材料 称 为 塑性 材料 ， 如 碳 钢 、 铝 合金 、 银 、 黄 铜 等 ，5 <=5% 的 材料 称 为 脆 
性 材料 ， 如 灰 口 铸铁 、 陶 瓷 、 混 凝 土 等 。 

原始 横 截 面积 为 4 的 试 样 ， 在 拉 断 后 的 断口 面积 变 为 4 。 将 拉 断 后 的 试 样 横 截面 的 面 
积 缩减 量 (4- 4 ) 与 原始 横 截 面积 4 之 比 的 百分数 称 为 断面 收缩 率 ， 用 y 表示 ， 即 


y= 4 -A x100% (2.25) 

断面 收缩 率 也 可 用 来 作为 衡量 材料 塑性 的 指标 。 

2. 其 他 金属 材料 拉 伸 时 的 力学 性 能 

图 2.18 所 示 为 几 种 塑性 金属 材料 拉 伸 试验 得 到 的 曲线 。 从 图 中 可 以 看 到 ， 有 些 材料 如 
16Mn( 一 种 低 合金 结构 钢 )， 它 和 低 碳 钢 一 样 ， 在 拉 伸 试验 中 有 明显 的 4 个 阶段 ， 有 些 材料 
如 黄 铜 H62、20Cr( 一 种 合金 结构 钢 ) 等 ， 没 有 届 服 阶段 ， 但 其 他 3 个 阶段 很 明显 ， 还 有 一 
些 材料 如 T10A( 一 种 工具 钢 )， 没 有 屈服 变形 阶段 和 局 部 变形 阶段 ， 只 存在 两 个 阶段 ， 这 些 
材料 的 一 个 共同 特点 是 伸 长 率 5 均 较 大 ， 都 属于 塑性 材料 。 

对 于 没有 屈服 阶段 的 塑性 材料 ， 通 常 将 产生 0.2% 塑 性 应 变 时 应 力作 为 屈服 极限 ， 并 用 
au 表示 ( 见 图 2.19)。 


3. 铸铁 拉 伸 时 的 力学 性 能 


灰 口 铸铁 拉 伸 时 的 应 力 -应 变 曲 线 如 图 2.20 所 示 ， 该 曲线 与 低 碳 钢 的 应 力 -应 变 曲线 明 
显 不 同 ， 呈 现 了 典型 脆性 材料 在 拉 伸 时 的 力学 性 能 特征 。 


4%: 
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图 2.18 图 2.19 图 2.20 
从 拉 断 后 的 试 样 来 看 ， 断 后 的 试 样 长 度 和 断口 横 截 面积 与 拉 伸 前 试 样 的 原始 长 度 和 原 
始 横 截 面积 相 比较 几乎 没有 变化 ， 测 出 的 断后 伸 长 率 5 天 5%， 是 典型 的 脆性 材料 。 
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铸铁 的 拉 伸 曲线 没有 明显 的 直线 部 分 ， 弹 性 模 量 E 的 数值 在 不 断 变化 ， 工 程 计 算 中 采 
用 的 弹性 模 量 E 是 割 线 弹性 模 量 ， 其 值 通常 取 应 变 为 0.1% 时 -= 曲线 的 割 线 斜 率 值 。 

铸铁 拉 伸 时 ， 在 较 小 的 应 力 下 很 快 被 拉 断 ， 没 有 屈服 、 强 化 阶段 。 因 此 铸铁 拉 伸 试验 
只 能 测 得 拉 断 时 的 最 大 应 力 即 强度 极限 ou ， 且 强度 极限 o, 远 低 于 低 碳 钢 的 强度 极限 ， 所 


以 铸铁 等 脆性 材料 不 宜 作为 抗 拉 构件 的 材料 。 
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金属 压缩 试 样 通常 制 成 较 短 的 圆柱 体 ( 见 图 2.21(a))， 其 高 度 h 与 横 截 面 直径 d 的 比值 
一 般 规定 在 1—3 范围 内 ， 以 免试 样 在 试验 过 程 中 被 压 弯 。 混 凝 土 压缩 试 样 常 制 成 立方 体 
试 块 ( 见 图 2.21(b))。 


f: 
— 


@ O) 


2.21 
1. 低 碳 钢 压缩 时 的 力学 性 能 


低 碳 钢 压缩 试验 得 到 的 曲线 如 图 2.22 所 示 ( 图 中 虚线 为 低 碳 钢 拉 伸 的 曲线 )。 从 图 中 可 
以 看 出 ， 低 碳 钢 压 缩 时 的 弹性 阶段 和 屈服 阶段 的 曲线 基本 上 与 低 碳 钢 的 拉 伸 曲 线 重合 。 因 
此 ， 低 碳 钢 压缩 时 的 弹性 模 量 已、 比例 极限 o, 和 届 服 极限 o, 等 力学 性 能 指标 与 拉 伸 时 大 致 
相同 。 进 入 强化 阶段 后 ， 压 缩 曲线 一 直上 升 ， 这 是 由 于 试 样 越 压 越 扁 ， 横 截面 积 在 不 断 增 
大 ， 试 样 进一步 变形 缩短 所 需 的 压力 越 来 越 大 。 低 碳 钢 是 塑性 较 大 的 材料 ， 再 大 的 塑性 变 
形 下 试 样 也 不 会 产生 破裂 。 因 此 ， 试 验 中 无 法 测 出 低 碳 钢 压 缩 时 的 强度 极限 o,。 由 于 通过 
拉 伸 试验 可 测 出 低 碳 钢 压 缩 时 的 力学 性 能 ， 所 以 工程 实际 中 通常 不 进行 低 碳 钢 压 缩 试验 。 

2. 铸铁 压缩 时 的 力学 性 能 


脆性 材料 在 压缩 和 拉 伸 时 的 力学 性 能 差别 较 大 ， 图 2.23 所 示 是 灰 口 铸铁 压缩 试验 的 曲 
线 (图 中 虚线 为 灰 口 铸铁 拉 伸 时 的 曲线 )。 比 较 两 条 曲线 可 以 看 出 ， 铸 铁 在 压缩 时 的 强度 极 
限 和 伸 长 率 较 拉 伸 时 大 得 多 ， 抗 压强 度 在 数值 上 比 抗 拉 强 度 高 4 一 5 倍 ;， 对 于 混凝土 等 脆 
性 材料 甚至 高 出 10 倍 左右 。 因 此 ， 脆 性 材料 宣 用 作 受 压 构件 ， 如 机 械 制 造 中 铸铁 广泛 用 
于 铸造 机 床 床 身 、 机 座 、 和 所 体 等 受 压 零 部 件 。 

铸铁 等 脆性 材料 受 压 缩 时 ， 应 力 - 应 变 曲线 无 直线 段 ， 应 力 和 应 变 的 关系 只 是 近似 符 
合 胡 克 定 律 。 

铸铁 试 样 受 压 破坏 的 情况 如 图 223 所 示 ， 试 样 破坏 断面 的 法 线 与 轴线 大 致 成 
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274 安全 因数 和 许 用 应 力 
对 于 用 塑性 材料 制 成 的 拉 ( 压 ) 构 件 ， 杆 内 应 力 达 到 屈服 极限 o, 时 ， 就 会 产生 显著 的 塑 


性 变形 而 丧失 正常 工作 能 力 ， 而 对 于 脆性 材料 ， 杆 内 应 力 达到 强度 极限 ov 时 ， 杆 件 因 上 断裂 


丧失 工作 能 力 。 因 此 ， 通 常 将 塑性 材料 的 屈服 极限 с, (或 oo; )、 脆 性 材 
为 材料 破坏 的 应 力 值 ， 称 为 极限 应 力 ， 用 o 表示 。 
杆 件 的 最 大 工作 应 力 接近 材料 的 极限 应 力 时 ， 既 不 可 靠 也 不 安全 。 


料 的 强度 极限 су, (Е 


工程 上 将 材料 的 极 


限 应 力 除 一 个 大 于 1 的 因素 n 作为 构件 最 大 应 力 的 上 限 值 ， 这 个 应 力 称 为 材料 的 许 用 应 


2, 用 [ao] 表示 ， 即 
[o] > 
n 


RP, n 为 安全 因素 。 安 全 因素 不 能 太 小 ， 也 不 宜 过 大 。 安 全 因素 太 / 


(2.26) 


、， 构 件 不 安全 ; Ж 


全 因素 太 大 会 造成 材料 浪费 。 在 一 般 机 械 制 造 中 ， 受 静 载 的 情况 下 ， 对 于 塑性 材料 n 通常 


取 1.2 一 2.5， 对 于 脆性 材料 n 取 2.0—3.5 甚至 更 大 。 各 种 材料 在 不 同 了 
素 与 许 用 应 力 可 从 有 关 规范 或 设计 手册 中 查 到 。 
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[ 作 条 件 下 的 安全 因 


为 了 确保 拉 ( 压 ) 杆 不 致 因 强度 不 够 而 破坏 ， 应 使 最 大 工作 应 力 ce 不 超过 许 用 应 力 


[е], 即 
Üa *[о] 
这 一 表达 式 称 为 轴 向 拉 伸 与 压缩 杆 件 的 强度 条 件 。 对 于 等 截面 杆 ， 
Tam <] 
а 


应 用 强度 条 件 可 以 解决 以 下 三 类 强度 问题 。 


(2.27) 
式 (2.27) 又 变 为 
(2.28) 
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а) 强度 校 核 。 已 知 载荷 、 杆 件 尺寸 及 材料 的 许 用 应 力 ， 根 据 式 (2.27) 校 核 是 否 满足 
强度 要 求 。 满 足 强度 条 件 ， 构 件 是 安全 的 ; 否则 是 不 安全 的 。 
(2) 设计 截面 尺寸 。 анні аш 确定 杆 件 所 需 的 最 小 横 截面 积 ， 即 


А> Киш (2.29) 
[с] 
(3) 确定 杆 件 的 许可 载荷 。 已 知 杆 件 的 横 截 面积 和 材料 许 用 应 力 ， 杆 件 能 承受 的 最 大 
轴 力 为 
Кыш Ж 4-10] (2.30) 


例 26 一 气动 夹具 如 图 2.24 MR CAAA D =150mm， 饶 内 气压 p = 
0.8MPa， 活 塞 杆 材料 为 20 钢 ，[a]=100MPa 。 试 设计 活塞 杆 的 直径 4 

解 : 从 图 2.24 中 可 知 ， 活 塞 杆 左 端 活塞 承受 压缩 空气 的 压力 ， элее лез 
拉力 ， 活 塞 杆 右 端 承受 工件 的 反作用 力 ， 也 为 拉力 。 因 此 ， 活 塞 杆 可 简化 为 两 端 受 拉 的 杆 
件 ， 拉 力 FF 为 气体 压强 p 与 活塞 受 压 面积 的 乘积 。 但 在 活塞 村 直径 不 知 的 情况 下 ， 受 压 面 
积 不 能 准确 求 得 。 但 考虑 到 杆 件 面积 比 活塞 面积 小 得 多 ， 因 此 计算 受 压 面积 时 近似 取 活 塞 
面积 ， 这 样 处 理 偏 于 安全 ， 拉 力 五 为 


К 
N 
Ñ 
N 
q 
Ñ 
) 
N 
图 2.24 
F =p- -озмрах OOI pa =14.14x10)N =14.14kN 


Е, = F =14.14kN 
根据 强度 条 件 中 式 (2.29)， 应 满足 


А-а s 


4 [e] 
ДЕР py aC, m = 0.0134ш =13.4mm 
qio] z x100x10° 
可 将 活塞 杆 直径 设计 为 d=14 mm. 


例 2.7 =н АС. ВС 两 杆 组 成 ， 如 图 2.25(a) 所 示 。 杆 АС 由 两 根 14a 号 槽 钢 组 
成 ， 许 用 应 力 [oc]=160MPa ; Ж BC 为 一 根 22a 号 工序 钢 ， 许 用 应 力 [c]=100MPa ; 载荷 


=200kN。(1) 试 校 核 4C、BC 杆 的 强度 ; (2) 求 许可 载荷 。 
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解 : (1) 校 核 两 杆 强度 。 

首先 求 两 杆 轴 力 与 五 的 关系 ， 由 节点 C 的 受 力图 (图 2.25(b)) 列 出 平衡 方程 为 
УЕ =0, Рс :с0530° – Р cos30° = 0 
ХЕ-0. Fuc'sin30°+ Ке зїп30°—Е =0 


解 得 
Fuc = Fac = F =200kN 
由 型 钢 表 查 得 杆 AC 的 横 截面 面积 44。 -2х18.52х107% -37.04х107ш?, Ж BC 的 横 
截面 积 А -42.113х107ш?. 


Емс 


(b) 
图 2.25 
对 两 杆 进行 强度 校 核 ， 即 
_ Fuc _ _200x10° N 
де 3704x10 m° 
o Ёс _ 200х107Ч 
е” Аас 42.13х107* > 
AC、BC 两 杆 内 的 正 应 力 小 于 材料 许 用 应 力 ， 是 安全 的 。 
(2) 求 许可 载荷 。 
由 上 述 强 度 校 核 可 以 看 出 ， 两 杆 内 的 正 应 力 远 低 于 材料 许 用 应 力 ， 杆 件 强度 没有 充分 
发 挥 ， 悬 帅 的 重量 五 还 可 增加 ， 所 能 承担 的 最 大 重量 即 为 许可 载荷 。 
两 杆 的 许可 轴 力 为 
[Ruc]=[c].4c =160х10%Ра x37.04x10 m? = 592.6 х10°1{ = 592.6kN 
[Ас] =[o]: Ас =100х10%Ра х42.13х107ш? =421.3x10N =421.3kN 
EX Fuc = Fgc = Е, РТУ аруу 
[R] =[Fuc]= 592.6КМ 
[5]=[54ьс]= 421.3kN 
三 脚 架 许 可 载荷 应 取 [F]=421.3kN。 


ош = 53.0х10%Ра = 53.0МРа <|6|-160МРа 


= 47.5х10%Ра = 47.5МРа < [с] =100МРа 
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28 拉 伸 (压缩 ) 的 超 静 定 问题 


28.1 超 静 定 问题 的 概念 


在 此 之 前 所 遇 到 的 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 或 杆 系 ， 其 约束 反 力 或 构件 内 力 都 能 通过 静 力学 平衡 
方程 求解 ， 这 类 问题 称 为 静 定 问题 。 在 工程 实际 中 ， 有 时 为 了 减 小 构件 内 的 应 力 或 变形 ， 
往往 采用 更 多 的 构件 或 支 座 。 如 图 2.26(a) 所 示 ， 杆 件 上 、 下 两 端 固 定 ， 在 上 、 下 两 端 各 有 
一 个 约束 反 力 。 而 静 力 平衡 方程 只 能 列 出 一 个 轴 向 合力 为 零 的 平衡 方程 ， 靠 静 力 学 方法 无 
法 将 两 个 约束 力求 出 。 又 如 图 2.26(b) 所 示 杆 系 结构 ，3 ЕТ 4 点 ， 外 力也 作用 于 A 
点 ， 此 杆 系 存在 3 个 未 知 力 ， 而 取 А 点 为 研究 对 象 的 平面 汇 交 力 系 只 能 列 出 两 个 平衡 方 
程 ， 三 杆 轴 力 无 法 用 静 力 学 方法 求 得 。 这 类 仅 靠 静 力 学 方程 不 能 求解 的 问题 称 为 超 静 定 
问题 。 

在 超 静 定 问题 中 ， 都 存在 多 余 维持 平衡 所 必需 的 支 座 (如 图 2.26(a) 中 的 В 端 ) 或 杆 件 (如 
图 2.26(b) 中 的 AD 杆 )， 习 惯 上 称 其 为 “多 余 ” 约 束 。 多 余 约束 的 存在 必然 导致 未 知 力 数目 
超过 平衡 方程 数目 ， 称 为 超 静 定 次 数 ， 如 图 2.26(a)、(b) 中 都 称 为 一 次 超 静 定 。 如 果 在 
图 2.26@b) 中 用 四 杆 铵 接 ， 则 成 为 二 次 超 静 定 问题 。 


(a) ® 


2.26 


282 拉 ( 压 ) 杆 超 静 定 问 题 的 解法 


为 了 求解 超 静 定 问 题 ， 必 须 使 建立 的 独立 方程 数目 与 未 知 力 数目 相等 。 因 此 ， 除 了 建 
立 静 力学 平衡 方程 外 ， 还 必须 建立 补充 方程 ， 且 使 补充 方程 的 数目 等 于 超 静 定 次 数 。 为 
此 ， 可 通过 利用 材料 力学 中 杆 件 的 变形 规律 知识 点 来 建立 补充 方程 。 

结构 在 正常 工作 时 ， 各 部 分 的 变形 之 间 必 然 存 在 着 一 定 的 几何 关系 ， 称 为 变形 协调 (或 
变形 几何 相 容 ) 条 件 ， 根 据 变形 协调 条 件 列 出 的 方程 称 为 变形 协调 方程 。 而 变形 与 力 之 间 具 
有 一 定 的 物理 关系 ( 胡 克 定律 )， 将 物理 关系 代入 变形 协调 方程 即 可 得 到 补充 方程 。 

求解 超 静 定 问题 的 步骤 : 设想 将 某 一 处 作为 “多 余 ” 约 束 予以 解除 ， 用 多 余 约 束 力 代 
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蔡 ， 从 而 得 到 一 个 作用 有 载荷 和 多 余 约束 (作为 未 知 载荷) 的 静 力 平衡 方程 ， 再 通过 变形 协 


调 方程 获得 补充 方程 。 最 后 求 出 所 有 未 知 力 。 
下 面 通过 例题 来 说 明 拉 ( 压 ) 杆 超 静 定 问题 的 解法 。 


例 2.8 如 图 2.27(a) 所 示 ， 两 端 固定 的 等 直 杆 АВ, E C 处 承受 轴 向 载荷 F， 杆 的 拉 压 


刚度 为 £4， 试 求 杆 端的 支 反 力 。 
解 : (1) 静 力 学 方程 。 
去 掉 B Эй?) ЙЕ DJ. Fes ( 见 图 2.27(b))， 有 


EF, =0, Е,%ҚЕ,-Е-0 


227 
(2) 补充 方程 。 


在 载荷 FERIR Fes 共同 作用 下 ， 杆 端 В TRE EME. FIERA К, FF 


В 下 移 Al;( 见 图 2.27(c)); EF FHF, Hii B EE A, OLE 2.27(d))。 因 为 В 端 是 固 


端 ， 所 以 杆 端 B 位 移 为 零 ， 变 形 协 调 方程 为 


Al, +Als =0 
Fa 
Al, в. 
-Fal 
A=- TA 
将 式 (c)、 式 (d) 代 入 式 (b)， 得 补充 方程 
Fa Fol_o 
ЕА EA ` 
联 立 解 方程 式 (a)、 式 (e) 得 
қ, =*F . 本 = 了 7F 


(9 


(е) 


例 29 РКИ Т ДЕ Ж РАЙ ЖЕ ЖИЕ 2.28 所 示 的 双 层 圆柱 压缩 弹 
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答 。 若 内 弹簧 的 刚度 为 感 ， 外 弹 答 的 刚度 为 所 ， 压 力 为 下 。 试 求 由 内 、 外 弹簧 各 自分 担 的 


压力 。 
解 : (1) 静 力 平衡 方程 。 
设 内 、 外 弹簧 分 担 的 压 为 分 别 为 五 、 刀 ， 平 衡 方程 为 
F,+F,-F=0 (а) 
(2) 补充 方程 。 
在 压力 作用 下 ， 内 、 外 两 个 弹簧 的 压缩 变形 相等 ， 变 形 协 
调 方程 为 


Аға, (b) 


ДЕ ЕТЕНЕ, РИ ЖЛЕ 4,， 物 理 方程 为 
hs 
k, 


EF, EHF, ЭМК A, WEB JE 


2 


k. 
将 上 面 两 式 代入 式 (b)， 补 充 方 程 为 


Dit, с 
ла (с) 
(3) 弹簧 力 计算 。 
联 立 解 式 (a)、 式 (c)， 得 
k,F k,F 


U hak 2 аі, 


283 ”装配 应 力 和 温度 应 力 

1. 装配 应 力 

组 成 结构 的 杆 件 通过 制造 加 工 后 ， 其 尺寸 不 可 避免 地 存在 制造 误差 。 对 于 静 定 结构 来 
说 ， 杆 件 的 制造 误差 只 不 过 造成 结构 几何 形状 的 轻微 变化 ， 但 在 未 受 载荷 前 结构 内 不 会 产 
生 内 力 。 如 图 2.29(a) 所 示 的 两 杆 构架 ， 杆 1、 杆 2 的 原 设计 长 度 为 7， 杆 1 制造 出 来 后 比 原 
设计 长 度 短 了 5 ， 构 架 装 配 后 的 铵 接点 4 相对 理想 点 4 会 产生 一 定 的 位 移 ， 但 不 会 引起 杆 
1、 杆 2 内 产生 应 力 。 而 对 于 超 静 定 结构 ， 杆 件 的 制造 误差 往往 会 使 结构 在 未 受 荷载 时 其 
内 部 产生 了 内 力 。 在 图 2.29(b) 所 示 的 超 静 定 结构 中 ， 若 杆 3 比 原 设计 长 度 7 短 了 5 ， 当 杆 
1、 杆 2 З 装配 到 一 起 (如 图 中 虚线 所 示 ) 时 ， 则 杆 3 必须 拉 长 ， 同 时 杆 1、 杆 2 必须 压 
短 后 才能 实现 。 这 样 ， 结 构 在 未 受 载荷 时 ， 杆 件 就 已 存在 内 力 。 这 种 由 于 杆 件 的 制造 误差 
造成 杆 件 在 装配 时 产生 的 附加 应 力 ， 称 为 装配 应 力 。 

装配 应 力 的 问题 可 用 解 超 静 定 问题 的 方法 求解 。 

1210 ”如 图 2.30(b) 所 示 的 三 杆 架构 ， 杆 3 的 实际 长 度 比 设计 长 度 稍 短 ， 制 造 误差 为 
SS。 已 知 杆 1、 杆 2 的 抗 拉 刚 度 为 E44， 杆 3 的 抗 拉 刚度 为 E,4;， 试 求 装配 后 各 杆 的 
轴 力 。 


IE 
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图 2.29 


图 2.30 
如 图 2.30(a) 所 示 ， 设 装配 后 杆 З 伸 长 受 拉 ， 杆 1 和 杆 2 缩短 受 压 ， 其 平衡 方程 为 
УЕ =0, Fasina-F,sina=0 
УЕ =0, Facosa+ Fy cosa F, =0 
联 立 求解 方程 ， 得 


Fa = Fo 
(а) 
2ҚЕ,сова-Е,-0 
(2) 建立 补充 方程 。 
由 图 2.30(b) 可 以 得 到 变形 协调 方程 ， 即 
Ара Ab = 8 ©) 
cosa 
由 胡 克 定律 ， 有 
Al. =A1 s M (с) 
 EAcosa 
БЫ 
з Е,А, е 


将 式 (c)、 式 (d) 代 入 式 (b)， 得 补充 方程 为 


ЕШ 
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Ral А ғы 
Е,А, Е.Асоба 


(е) 


(3) 各 杆 轴 力 。 
联 立 求解 式 (a)、 式 (e)， 得 各 杆 轴 力 为 
SE AE,A, соза 
ЕЛ А онн) 
I(E,A, +2Е,А cos a) 
_ 26Е,АЕ,А, cos’ а 
7 I(E,A, +2E,A соға) 
装配 应 力 是 杆 在 载荷 作用 之 前 就 具备 的 应 力 ， 又 称 其 为 初 应 力 。 工 程 中 装配 应 力 的 存 
在 常常 是 不 利 的 ， 设 计 中 要 尽量 避免 产生 装配 应 力 。 但 有 时 也 利用 装配 应 力 ， 如 轴承 内 孔 
与 轴 的 配合 就 是 利用 过 盔 配 合 产 生 的 装配 应 力 ， 保 证 轴 和 轴承 连接 牢固 。 
2. 温度 应 力 
工程 实际 中 ， 结 构 中 的 杆 件 往往 会 遇 到 温度 的 变化 (工作 环境 或 季节 更 蔡 引起 的 )， 而 
温度 变化 会 引起 杆 件 的 热 胀 冷 缩 ， 导 致 杆 件 的 伸 长 或 缩短 。 对 于 静 定 结构 ， 杆 件 长 度 的 变 
化 不 会 引起 构件 的 内 力 ， 图 2.31(a) 所 示 为 一 端 固 定 、 一 端 自 由 的 等 直 杆 ， 温 度 改变 使 杆 的 
自由 端 产生 位 移 ， 杆 内 不 会 有 内 力 。 对 于 超 静 定 结构 ， 如 图 2.31(b) 所 示 的 两 端 固定 的 杆 
件 ， 在 温度 升 高 时 ， 杆 件 会 热 胀 伸 长 ， 但 因 固定 端 约束 ， 杆 件 两 端 不 会 产生 位 移 ， 导 致 杆 
内 产生 压缩 应 力 。 这 种 因为 温度 变化 而 引起 杆 件 内 产生 的 应 力 称 为 温度 应 力 或 热 应力 。 
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温度 应 力 的 问题 也 可 用 解 超 静 定 问题 的 方法 求解 。 
例 241 如 图 2.31(b) 所 示 的 等 直 杆 4B， 两 端 分 别 与 刚性 支承 连接 ， 设 两 固定 端 之 间 
的 距离 为 /， 杆 的 拉 压 刚度 为 4， 材料 线 胀 系 数 为 a 。 试 求 温度 升 高 AT 度 时 ， 杆 内 的 温 
度 应 力 。 
解 : (1) ЖАВ 两 端 约束 反 力 拨 ,、Fs， 即 为 轴 力 ， 有 
Қ,-Е, 


о) 建立 补充 方程 。 
假设 去 掉 右 端 约束 ， 人 允许 自由 膨胀 ， 当 温度 升 高 AT 时 ， 杆 АВ 伸 长 量 为 


АІ,-а-АТ-1 (а) 
在 去 掉 的 右 端 约束 用 一 个 作用 代替 ， 使 杆 缩短 ， 缩 短 量 为 
-Fl 
А, = к! ©) 
实际 上 ， 由 于 杆 两 端 固定 ， 杆 长 没有 变化 ， 则 变形 协调 方程 为 
Al, = Al, (c) 
式 (a)、 式 (b) 代 入 式 (c)， 得 
Еу» = EAa:AT 
(3) 温度 应 力 。 
杆 件 横 截 面 上 正 应 力 为 
o=- ға-АТ (d) 
若 杆 件 材料 为 碳 钢 ， 其 w =1.2x103/C， 下 =210GPa ， 当 温度 升 高 AT = 40 Ch, Ж 
内 的 温度 应 力 由 式 (d) 计 算 可 得 


с-Е-.а.АТ-1.2х107 х 210х10° x40Pa =100х10°Ра =100MPa 
上 式 计算 表明 ， 在 超 静 定 结构 中 ， 温 度 应 力 是 一 个 不 容 忽 视 的 因素 。 如 在 一 些 高 温 管 
道中 每 隔 一 段 距 离 要 设计 一 个 弯 道 ( 见 图 2.32); 普通 铁路 钢轨 接头 处 通常 留 有 一 定 空隙 ; 
高 铁 的 钢轨 是 无 缝 钢轨， 为 不 使 温度 应 力 引起 钢轨 扭曲 变形 ， 必 须 用 许多 扣 件 来 锁定 
扣 住 。 


2.32 


29 应力 集中 的 概念 


正 应 力 计算 公式 ( 即 式 (2.1)) 仅 适应 于 等 截面 直 杆 ， 对 于 一 些 直 径 变 化 缓慢 的 拉 ( 压 ) 杆 如 
锥 形 杆 ， 也 可 用 其 公式 近似 计算 应 力 。 但 在 工程 实际 中 ， 由 于 结构 设计 需要 ， 常 常会 遇 到 
一 些 横 截面 沿 轴线 又 然 改 变 的 杆 件 ， 如 具有 螺栓 孔 的 钢板 ， 带 有 螺纹 的 拉杆 、 台 阶 轴 等 构 
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件 。 试 验 结果 和 理论 分 析 表 明 ， 在 构件 尺寸 又 然 改 变 处 的 横 截 面 上 应 力 并 不 是 均匀 分 布 
的 。 图 2.33(q) 所 示 为 开 有 圆 孔 的 板 条 承受 轴 向 载荷 时 ， 通 过 孔 中 心 的 横 截 面 上 的 应 力 分 
布 ， 图 2.33(b) 所 示 为 变 宽度 矩形 板 条 受 轴 向 载荷 时 ， 在 宽度 又 变 处 横 截 面 上 的 应 力 分 布 。 
从 图 中 可 以 看 出 ， 在 圆 孔 或 转角 附近 的 局 部 区 域内 应 力 会 急剧 增加 ， 而 在 离 孔 口 或 转角 较 
远 处 应 力 会 逐渐 变 小 并 趋 于 均 布 。 这 种 因 杆 件 截 面 又 然 变化 而 引起 的 局 部 应 力 急剧 增 大 的 
现象 ， 称 为 应 力 集中 。 

设 发 生 应 力 集中 截面 上 的 最 大 应 力 为 ， 同 一 截面 上 视 作 均匀 分 布 的 名 义 应 力 为 
ao ， 则 比值 称 为 理论 应 力 集中 因数 ， 其 值 大 于 1， 它 反映 了 应 力 集中 程度 。 试 验 结果 表 
明 ， 截 面 尺 寸 改变 越 急剧 ， 如 转角 处 越 尖 ， 过 渡 半 径 越 小 ，K 值 越 大 ， 应 力 集中 程度 越 严 
重 。 因 此 ， 设 计 构 件 时 应 尽量 避免 模 截 面 的 急剧 改变 ， 在 模 截面 变化 处 采取 过 渡 圆 ， 且 尽 
量 使 过 滤 圆 半径 大 一 些 ( 图 2.33(b) 中 的 > 值 )。 


k = Sma 


(a) 
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应 力 集中 对 构件 承载 力 的 影响 程度 取决 于 构件 材料 和 载荷 类 型 。 

а) 对 于 静 载 作用 下 的 塑性 材料 杆 件 ， 应 力 集中 影响 不 大 。 因 为 塑性 材料 有 屈服 阶 
段 ， 当 局 部 最 大 应 力 e 达到 材料 届 服 极限 a, 时 ， 变 形 增 大 ， 而 应 力 基本 不 变 。 如 载荷 继 
续 增加 ， 载 荷 增 量 主要 由 未 屈服 的 材料 承担 ， 使 截面 上 其 他 点 的 应 力 相继 增 大 到 届 服 极 
限 ， 此 时 ， 杆 件 才 会 首 失 正常 工人 能力。 因此， 对 于 塑性 材料 制 成 的 杆 件 ， 在 更 载荷 作用 
下 ， 通 常 不 考虑 应 力 集中 的 影响 。 

O 对 于 静 载荷 作用 下 的 脆性 材料 杆 件 ， 因 为 材料 没有 届 服 阶段 ， 局 部 最 大 应 力 e 
始终 为 最 大 值 。 当 о, 到 达 材料 强度 极限 x 时 ， 就 引起 杆 件 开裂 和 断裂 破坏 。 因 此 ， 脆 性 
材料 必须 按 局 部 最 大 应 力 值 进行 强度 计算 。 但 对 于 灰 口 铸铁 ， 应 力 集中 的 影响 并 不 明显 
也 可 不 考虑 应 力 集中 问题 。 

O 当 构 件 受 冲击 载荷 或 交 变 载荷 作用 时 ， 不 管 是 塑性 材料 还 是 脆性 材料 ， 应 力 集中 
对 构件 的 强度 都 有 严重 影响 ， 往 往 应 力 集中 处 是 构件 疲劳 破坏 的 根源 。 
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轴 向 拉 伸 和 压缩 杆 件 的 受 力 特征 是 在 杆 的 两 端 受 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 与 
杆 轴线 重合 的 集中 力 。 其 变形 特征 是 杆 将 发 生 轴 线 方向 的 伸 长 或 缩短 。 

等 直 杆 在 轴 向 拉 伸 时 ， 会 引起 杆 轴 向 尺寸 的 伸 长 和 横向 尺寸 的 缩小 ， 即 产生 纵向 变形 
和 横向 变形 。 在 轴 向 压缩 时 ， 杆 轴 向 尺寸 会 缩短 ， 横 向 尺寸 会 增 大 ， 杆 件 在 轴 向 拉 伸 和 压 
缩 变形 中 会 积蓄 应 变 能 。 

材料 的 力学 性 能 是 指 材料 在 外 力作 用 下 表现 出 的 变形 、 破 坏 等 方面 的 性 质 。 不 同 的 材 
料 有 不 同 的 力学 性 能 ， 材 料 的 力学 性 能 是 由 试验 来 测定 的 。 低 碳 钢材 料 是 一 种 典型 的 塑性 
材料 ， 根 据 低 碳 钢 拉 伸 图 和 应 力 - 应 变 曲 线 图 的 特征 ， 可 将 拉 伸 过 程 分 为 四 个 阶段 并 得 到 
相应 的 力学 性 能 :，Q@ 弹 性 阶段 ，@ 届 服 阶段 ，@ 强 化 阶段 ，@ 局 部 变形 阶段 。 灰 口 铸铁 是 
一 种 典型 的 脆性 材料 。 灰 口 铸铁 拉 伸 时 ， 其 应 力 -应变 曲 线 没 有 明显 的 直线 部 分 ， 所 以 铸 
铁 等 脆性 材料 不 宣 作 为 抗 拉 构件 的 材料 。 低 碳 钢 压 缩 试 验 的 应 力 -应 变 曲线 与 低 碳 钢 拉 伸 
时 的 曲线 大 臻 重合， 其 力学 性 能 指标 与 拉 伸 时 大 致 相同 。 脆 性 材料 在 压缩 和 拉 伸 时 的 力学 
性 能 差别 较 大 ， 铸 铁 在 压缩 时 的 强度 极限 和 伸 长 率 较 拉 伸 时 大 得 多 ， 抗 压强 度 在 数值 上 是 
抗 拉 强度 高 4 一 5 倍 。 脆 性 材料 宣 用 作 受 压 构件 。 

只 靠 静 力学 方程 不 能 求解 的 问题 称 为 超 静 定 问题 。 拉 ( 压 ) 杆 或 杆 系 中 超 静 定 问题 通过 
变形 协调 方程 获得 补充 方程 的 方法 求解 。 装 配 应 力 、 温 度 应 力 等 问题 也 可 用 解 超 静 定 问 题 
的 方法 求解 。 杆 件 截面 骤然 变化 而 引起 的 局 部 应 力 急剧 增 大 的 现象 ， 称 为 应 力 集中 。 当 构 
件 受 冲击 载荷 或 交 变 载 荷 作用 时 ， 应 力 集中 对 构件 的 强度 都 有 严重 影响 。 


J 题 


21 试 求 习题 2.1 图 所 示 杆 件 各 段 的 轴 力 ， 并 作出 轴 力 图 。 
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习题 2.1 图 


22 ”两 钢板 用 3 个 锦 钉 连接 ， 受 14KN 的 纵向 拉力 作用 ， 板 及 锦 孔 尺寸 如 习题 2.2 图 
所 示 ， 试 求 危 险 截面 上 的 平均 应 力 。 


ЕЗ 2, 


习题 2.2 图 
23 在 习题 2.1(d) 图 所 示 的 阶梯 状 圆 截面 直 杆 中 ， 杆 横 截 面 直径 从 左 至 右 分 别 为 
а, =15тт, 4, =20mm，4d;=24mm，F=10kN。 试 计算 各 段 杆 内 的 应 力 。 
24 在 习题 2.4 图 所 示 结 构 中 ， 与 BC 杆 连接 的 1、2 两 部 分 均 为 刚体 ， 若 钢 拉杆 BC 
的 横 截 面 为 圆 ， 其 直径 4= 12 mm。 试 求 拉杆 横 截 面 上 的 应 力 。 


习题 2.4 
25 习题 2.5 图 所 示 拉 杆 由 两 根木 杆 黏 结 而 成 ， 承 受 轴 向 拉力 F 的 作用 ， 若 要 使 黏 结 
面 上 的 正 应 力 为 切 应 力 的 2 倍 ， 则 黏 结 面 的 方位 角 a 应 为 何 值 ? 
2.6 ”习题 2.6 图 所 示 一 阶梯 轴 杆 件 ， 钢 杆 弹性 模 量 E = 200GPa， 横 截面 面积 4 = 400mm , 
А, =250mm°, AÀA,=200mm°, (ЕНІЛІҚ =30kN , F,=15kN, F,=10kN, F,=25kN. iÑ 
求 每 段 杆 的 内 力 、 应 力 、 应 变 、 伸 长 及 全 杆 的 总 伸 长 。 


习题 2.5 图 习题 2.6 图 


27 习题 2.7 图 所 示 一 刚性 杆 4B， 由 两 根 杆 长 为 1 的 拉杆 AC. BD 悬挂 ， 两 杆 拉 伸 刚 
RAMIE A. EA, ZRH 下 的 作用 。 已 知 两 杆 作 用 点 А, B 距离 为 a。 试 求 横 杆 АВ 
保持 水 平时 载荷 作用 点 至 4 点 的 距离 x 为 多 少 ? 
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28 习题 2.8 图 所 示 为 一 三 脚 架 ， 在 节点 4 ZEJI F = 20kN 的 作用 ， 设 АВ 杆 为 区 
截面 钢 杆 ， 直 径 4=8mm， 杆 АС 为 空心 圆 钢 杆 ， 面 积 4=40mm* ， 两 杆 的 弹性 模 量 
E=200GPa， 试 求 节点 А 的 位 移 。 


习题 27 图 习题 2.8 图 

29 打 入 黏土 的 木 桩 长 为 /， 顶 上 载荷 为 下 。 设 载荷 全 由 摩擦 力 承 担 ， 且 沿 木 桩 单位 
长 度 摩 擦 力 УИА = ку 变化 ， 其 中 k 为 常数 。 若 F = 420kN, 1- 12m, 
А = 640cm*，E= 10GPa， 试 确定 常数 上 并 求 木 桩 的 缩短 量 。 

210 铸铁 尺寸 如 习题 210 图 所 示 ， 轴 向 压力 F = 30kN， 若 不 计 自重 ， 设 弹性 模 量 
E=120GPa， 试 求 柱 的 变形 。 

211 受 轴 向 拉力 F 作用 的 薄 壁 拉杆 如 习题 2.11 图 所 示 ， 已 知 该 杆 材料 的 弹性 模 量 
无 ， 泊 松 比 4 ， 杆 件 尺寸 如 习题 2.11 图 所 示 ， 试 求 在 载荷 拉力 FEAT, RMA С. Р 两 
点 间 的 距离 改变 量 。 


习题 2.9 图 习题 2.10 图 
212 ”电线 杆 由 钢 缆 通 过 张 紧 器 施加 拉力 使 之 稳固 ， 已 知 钢 缆 的 横 截 面积 为 


1000mm2, E = 200GPa，[o]=170MPa ， 输 电导 线 张 紧 力 =10kN 。 欲 使 电线 杆 对 基础 
的 铅 垂 作 用 力 为 100kN， 张 紧 器 的 螺杆 需 相对 移动 多 少 ? 并 校 核 此 时 钢 缆 强 度 是 否 安全 。 


кй 


习题 2.11 图 习题 2.12 图 
243 由 5 根 钢 杆 组 成 的 杆 系 如 习题 2.13 图 所 示 ， 各 杆 的 横 截 面积 均 为 S00mm2， 五 = 
200GPa， 设 沿 对 角 线 方 向 作用 一 对 20kN 的 力 ， 试 用 能 量 法 求 4、C 两 点 的 距离 改变 。 
214 习题 2.14 РТИ А,В, 和 А,В, 的 材料 相同 ， 其 长 度 和 横 截 面积 也 相同 。 
ЖАВ, 承受 作用 在 端点 的 集中 载荷 F, FFA B, 承受 沿 杆 长 均匀 分 布 的 载荷 ， 其 集 度 


4-2, 试 比 较 两 杆 内 积蓄 的 应 变 能 。 


A 
В 
Ғ 
习题 2.13 图 习题 2.14 图 


215 习题 2.15 图 所 示 为 3 种 材料 拉 伸 时 的 应 力 -应变 曲 线 ， 试 对 3 种 材料 的 强度 极 
限 、 弹 性 模 量 、 伸 长 率 按 由 大 到 小 的 顺序 排序 。 

216 某 拉 伸 试验 机 的 结构 示意 图 如 习题 2.16 图 所 示 。 设 试验 机 的 CD 杆 与 试 样 AB 
的 材料 同 为 低 碳 钢 ， 其 o,=200MPa с, = 240МРа, о, =400MPa ， 试 验 机 最 大 拉力 为 
100. 

а) 用 这 一 试验 机 做 拉 断 实验 时 ， 试 样 最 大 直径 可 达 何 值 ? 

(2) 若 设 计时 取 试 验 机 的 安全 数 n =2， 试 确定 CD 杆 的 直径 。 

(3) 若 试 样 直径 4=10mm,， 今 欲 测 弹性 模 量 E， 求 所 加 载荷 的 最 大 限定 值 。 


第 2 章 轴 向 拉 伸 和 压缩 T 


kj 2 
D 
1 
A 
3 В, 
о E 


习题 2.15 图 习题 2.16 图 

217 一 根 材料 为 Q235 钢 的 拉 伸 试 样 ， 其 直径 4 = 10mm， 标 注 长 度 1 = 100nm， 其 
比例 极限 с, = 200MPa 。 当 试验 机 上 载荷 数 达到 五 = 10kN 时 ， 通 过 专用 仪器 量 得 标 距 内 伸 
长 量 A1=0.0607mm ， 直 径 缩 小 量 Ad =0.0017mm 。 试 求 此 时 试 样 横 截面 上 的 正 应 力 o， 并 
求 出 材料 的 弹性 模 量 EE 和 泊 松 比 j。 

218 已 知 拉 伸 试 样 直径 gd= 10mm， 标 距 长 度 1= 50mm， 拉 伸 试 验 到 届 服 阶段 测 得 载 
荷 Е 与 伸 长 Aj 的 记录 如 习题 2.18 表 所 示 。 试 样 拉 断后 ， 断 口 标 距 11 =58.3mm， 断 口 截 面 
直径 qi = 6.2mm ， 试 求 


习题 2.18 表 


[о 407 | 85 176 | 257 | эв | з25 | 352 | 366 | 379 | 393 | 39.5 


nomm |0|75 | 250| soo |750 | o0 | лов |128 | 150 | 183 | 220 | 295 
а) 试 作出 试 件 在 届 服 阶段 前 的 oc-s 曲线 ， 并 在 图 中 标 出 材料 的 比例 极限 o,、 届 服 
极限 a, 和 弹性 模 量 E. 
(2) 材料 的 伸 长 率 和 断面 收缩 率 。 
219 汽车 离合 器 踏板 如 习题 2.19 图 所 示 。 已 知 踏板 受到 压力 五 = 400N 的 作用 ， 拉 
杆 1 的 直径 D = 10omm， 杠 杆 辟 长 L = 330mm，1 = 56mm， 拉 杆 1 的 许 用 应 力 
[©] =100MPa 。 试 校 核 拉 杆 1 的 强度 。 


220 ”一 柏 架 受 力 如 习题 2.20 图 所 示 ， 各 杆 件 由 两 等 边 角 钢 组 成 。 已 知 材料 的 许 用 应 
力 [c]=170MPa ， 试 选择 杆 АС 和 杆 CD 的 角钢 型 号 。 


习题 2.19 图 习题 2.20 图 
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2.21 螺旋 压 紧 装 置 如 习题 2.21 图 所 示 。 现 已 知 工 件 所 受 压 紧 力 为 FN, XA PiE 
紧 螺 栓 的 螺纹 内 径 d =13.8mm ， 固 定 螺栓 的 螺纹 内 径 吕 =17.3mm 。 两 根 螺栓 材料 相 
同 ， 其 许 用 应 力 [ol=100MPa 。 试 校 核 螺栓 的 强度 是 否 安全 。 


习题 2.21 图 


222 ”如 习题 222 图 所 示 ， 油 缸 盖 与 缸 体 采 用 6 个 螺栓 连接 。 已 知 油缸 内 径 D = 
360mm, HJE р = 1MPa， 螺 栓 材 料 的 许 用 应 力 [o] = 40MPa ， 试 确定 螺栓 的 内 径 。 


习题 2.22 图 


223 28223 图 所 示 为 一 起 重 机 设备 简 图 。 设 拉 索 AB 的 直径 q = 20mm ， 吊 索 直 
径 4, = 25mm ， 钢 索 许 用 应 力 均 为 [ol=120MPa ， 试 确定 起 重 机 能 起 吊 的 最 大 重量 W. 


В, 


NL 


习题 2.23 图 
224 ЗИНИН БЫШ 2.24 图 所 示 。 铀 压 工件 时 连 杆 按 紧 起 位 置 ， 承 受 的 
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807) F = 1200КМ. ЕНШІ, Ка tE b 2 5-14. 材料 为 45 钢 ， 许 用 应 力 


[o] =58MPa 。 试 确定 截面 尺寸 a、b。 
2.25 ” 横 截 面 面 积 4 = 1x10*mm? 的 钢 杆 ， 其 两 端 固定 ， 载 荷 和 尺寸 如 习题 225 图 
所 示 ， 试 求 钢 杆 各 段 内 的 应 力 。 
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习题 2.24 图 习题 2.25 图 


226 习题 2.26 图 所 示 结 构 中 BC. АС 都 是 圆 截 面 直 杆 ， 直 径 均 为 d = 20mm， 材 料 
都 是 Q235 钢 ， 其 许 用 应 力 [cl]=160MPa ， 试 求 该 结构 的 许可 载荷 。 

227 在 习题 2.27 图 所 示 结 构 中 ， 假 设 АС 梁 为 刚 杆 ， 杆 1、2、3 的 横 截 面积 相等 ， 
材料 相同 ， 试 求 三 杆 的 轴 力 。 


习题 2.26 习题 227 

228 ”如 习题 2.28 图 所 示 ， 两 根 材 料 不 同 但 截面 尺寸 相同 的 杆 件 ， 同 时 固定 连接 于 两 
端的 刚性 板 上 ， 且 E, > E,。 要 使 两 杆 伸 长 量 相等 ， 试 求 拉力 下 的 偏心 距 e, 

229 习题 2.29 图 所 示 为 一 螺栓 紧 固 一 套 简 ， 螺 栓 杆 的 横 截 面积 为 4, ， 弹 性 模 量 为 
Eo EX 1， 套 简 横 截面 面积 为 4, ， 弹 性 模 量 为 E, ， 若 螺栓 在 贴 住 垫 片 后 再 旋 进 1/4 
圈 ， 求 螺栓 对 套 简 的 预 紧 力 。 

230 如 习题 230 图 所 示 ， 由 铝板 和 钢板 组 成 的 复合 柱 ， 通 过 刚性 板 承受 纵向 载荷 F 
= 385kKN， 其 作用 线 沿 复合 板 的 轴线 方向 。 已 知 钢板 的 弹性 模 量 巨 = 200GPa ， 铝 板 的 弹性 
ЖЕ Е, = 70GPa 。 试 求 铝 板 和 钢板 横 截面 上 的 正 应 力 。 
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习题 2.30 图 习题 2.31 图 


2.31 一 结构 如 习题 2.31 图 所 示 ， 水 平 刚性 横梁 AB 上 部 由 杆 1、 杆 2 悬挂 ， 下 部 由 
ЮЖ C 支承 。 由 于 制造 误差 ， 杆 1 的 长 度 短 了 5=1.Smm 。 已 知 两 杆 的 材料 和 横 截 面 面 
IHE, H E, = Е, =2006Ра, 4 = 24, = 4 。 试 求 装配 后 两 杆 的 应 力 。 

2.32 ”两 端 固定 的 阶梯 杆 如 习题 2.32 图 所 示 。 已 知 АС RAI BC 段 的 横 截 面 面 积 为 А, 
CD 段 的 横 截 面 面 积 为 24。 杆 材料 的 弹性 模 量 E = 210GPa， 线 胀 系数 w =12x10</C。 试 
求 当 温度 升 高 30'C 后 ， 该 杆 各 段 横 截面 上 的 应 力 。 


习题 2.32 图 
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【本 章 学 习 重 点 】 
本 章 主 要 分 析 杆 件 在 扭转 时 的 内 力 ， 即 扭矩 、 圆 轴 横 截面 上 的 切 应 力 和 相 邻 两 横 截 面 


的 相对 捏 转角 ， 研 究 圆 轴 扭 转 时 的 强度 和 刚度 设计 方法 ; 通过 对 连接 件 的 受 力 分 析 ， 学 习 
如 何 进行 剪 切 和 挤 压强 度 的 计算 。 


【本 章 学 习 目 标 】 
o 能 熟练 计算 传动 轴 的 外 力 偶 矩 和 任意 横 截 面 内 的 捏 矩 ， 正 确 绘制 扭矩 图 。 
@ 掌握 剪 切 胡 克 定律 、 切 应 力 互 等 定律 和 国 轴 扭 转 时 的 切 应 力 分 布 规律 。 熟 记 实 心 
轴 的 空心 轴 的 极 惯性 撼 和 扭转 截面 系数 ， 会 计算 横 截面 内 任意 点 的 切 应 力 。 
掌握 相对 捏 转角 、 捏 转 刚度 等 概念 ， 能 正确 计算 圆 截面 等 直 杆 受 捏 时 的 变形 量 。 
能 对 捏 转 杆 进行 强度 和 刚度 计算 。 

能 求解 简单 的 扭转 超 静 定 问题 。 

会 对 各 种 连接 件 进行 受 力 分 析 ， 熟 练 剪 切 与 挤 压 的 实用 计算 强度 条 件 进行 剪 切 与 
挤 压 的 强度 计算 。 


3.1 扭转 的 概念 


工程 实际 中 ， 以 扭转 为 主要 变形 的 杆 件 较为 常见 。 例 如 ， 汽 车 方向 盘 的 操纵 杆 ， 两 端 


分 别 受到 驾驶 员 作用 于 方向 盘 上 的 外 力 偶 和 转向 器 的 反 力 偶 的 作用 ( 见 图 3.1(a)); ЗЫМ, 


电机 将 力 偶 作 用 于 钻头 的 一 端 ， 其 另 一 端 受 到 工件 的 阻抗 力 偶 作 用 ( 见 图 3.1(b)); 设备 中 的 


传动 轴 受 到 主动 力 偶 和 反 力 偶 的 作用 ， 使 传动 轴 发 生 扭 转变 形 ( 见 图 3.1(c))。 类 似 还 有 很 多 
构件 ， 如 车 床 的 光 杆 、 搅 拌 机 轴 、 汽 车 驱动 轴 等 都 是 受 扭 构件 。 


(© 


图 3.1 
上 述 情况 的 杆 件 尽 管 在 外 形 、 材 料及 加 载 方式 方面 各 有 不 同 ， 但 这 些 构件 具有 共同 特 
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点 : 杆 件 两 端 存在 两 个 大 小 相等 、 方 向 相反 且 作 用 平面 与 杆 件 轴 线 垂直 的 外 力 偶 ， 使 杆 件 
的 任意 两 个 截面 都 发 生 绕 轴线 的 相对 转动 。 这 种 形式 的 变形 称 为 扭转 变形 ， 如 图 3.2 所 
示 。 使 杆 产 生 扭转 变形 的 外 力 称 为 外 力 偶 矩 。 以 扭转 变形 为 主 的 直 杆 称 为 轴 ; 若 杆 件 截面 
为 圆 形 ， 则 称 为 圆 轴 。 圆 轴 的 变形 是 以 横 截 面 绕 轴线 的 相对 角 位 移 ， 即 扭转 角 。 

本 章 主 要 研究 圆 截 面 等 直 杆 的 扭转 ， 这 是 扭转 中 最 简单 的 情况 ， 也 是 工程 中 最 常见 
问题 。 对 于 非 截面 杆 的 扭转 ， 则 只 作 简 单 介绍 。 


HA 


图 3.2 
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3.21 外 力 偶 矩 的 计算 

作用 于 轴 上 的 外 力 偶 和 矩 通 常 不 直接 给 出 ， 在 多 数 情况 下 ， 通 过 轴 所 传递 的 功率 及 其 转 
速 计算 得 到 。 如 图 3.3 所 示 的 传动 轴 所 传递 的 功率 为 PEW), HERY nvmin) 时 ， 其 外 力 侦 
E MM. 的 计算 公式 为 


的 


M. -9550х2. (3.1) 
п 


3.22 ”扭矩 及 扭矩 图 
受 扭 圆 轴 上 所 有 外 力 偶 矩 求 得 以 后 ， 可 通过 截面 法 计算 该 轴 横 截面 上 的 内 力 分布 。 如 
图 3.4(a) 所 示 ， 在 该 轴 的 两 端 存在 一 对 外 力 偶 矩 M.。 首 先 ， 用 假想 一 任意 截面 m—m 将 轴 
切 分 为 两 部 分 ， 其 次 ， 采 用 分 布 内 力 的 合力 偶 T 替代 舍弃 的 右 端 部 分 ， 再 次 ， 取 左 端 部 分 
ГОР 3.4(b)) 作 为 研究 对 象 ， 根 据 平衡 条 件 袜 M. =0 RH T, BI 
T=M. G.2) 
Т 表示 圆 轴 左 右 两 部 分 在 m—m 截面 上 相互 作用 的 分 布 内 力 系 的 合力 偶 矩 ， 也 可 称 


IE 
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为 该 截面 上 的 扭矩 。 м. 


= 


(b) 
m M: 
m © 
图 3.4 


需要 指出 ， 如 取 右 端 部 分 开 ( 见 图 3.4(c) 作 为 研究 对 象 ， 也 可 得 到 如 式 (3.2) 的 扭矩 结 
Ж; 但 其 转向 与 用 左 端 部 分 开 得 到 的 扭矩 方向 相反 。 采 用 截面 法 分 析 内 力 时 并 不 限制 取 左 
端 还 是 右 端 作为 研究 对 象 ， 为 了 使 两 种 求解 情况 下 得 到 的 扭矩 不 仅 具 有 相等 数值 且 正 负 号 
一 致 ， 如 图 3.5 所 示 ， 对 扭矩 了 的 符号 规定 如 下 : 若 按 右手 螺旋 法 将 扭矩 了 表示 为 矢量 
即 用 右手 四 指 表示 7 的 旋转 方向 ， 则 右手 的 大 拇指 所 表示 的 方向 为 了 的 矢量 方向 ， 如 果 T 
的 矢量 方向 与 截面 外 向 法 线 的 方向 相同 ， 则 了 的 符号 为 正 ， 和 否则 为 负 。 


T ® 
(e m 
( Dy A O 


图 3.5 
采用 截面 法 求 扭矩 时 ， 一 般 预 设 截面 上 扭矩 为 正 ， 若 计算 结果 为 负 则 说 明 实际 扭转 转 
向 与 所 设 方向 相反 。 
如 果 作 用 于 圆 轴 上 的 外 力 偶 矩 存 在 3 个 或 3 个 以 上 ， 需 分 段 应 用 截面 法 计算 各 横 截 面 
的 扭矩 。 为 了 更 直观 地 表示 轴 沿 轴线 方向 所 受 扭矩 的 变化 情况 ， 可 把 扭矩 随 截面 位 置 的 变 
化 绘制 成 图 形 ， 即 扭矩 图 。 其 具体 规定 如 下 。 
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а) 平行 于 轴线 的 横 坐 标 表 示 轴 横 截 面 的 位 置 ， 垂 直 于 轴线 的 纵 坐 标 表示 轴 横 截面 上 
扭矩 的 数值 ， 即 建立 Т-х 坐标 系 。 

(2) 用 截面 法 求 出 轴 各 段 横 截面 上 的 扭矩 ， 并 绘制 于 坐标 系 中 。 

G) 对 各 段 扭矩 标注 数值 和 符号 ， 扭 矩 为 正 时 标注 “+” 号 ; 否则 标注 “-” 号 。 

(4) 对 各 分 段 区 域 填充 与 了 轴 平 行 的 线 。 

例 3.1 如 图 3.6(a) 所 示 ， 已 知 主动 轮 的 输 
Мір р = 200, 3 个 从 动 轮 的 输出 功率 分 别 
ЎР, =5kW. P.=5kW. P,=5kW ， 轴 的 转速 
n=200r/min 。 绘 制 轴 的 扭矩 图 。 

解 : 0) 计算 作用 在 主动 轮 上 的 外 力 偶 矩 和 
从 动 轮 上 的 外 力 偶 矩 Ms Mar Мах Mae 


Me = 9550х-8. = 95s0x—2 N -m=955N.m 
n 200 


5 
М.,-9550х---9550х--М-ш-239М-ш 
200 


М. =9550х— = 9550x—_N :m=239N:m 
200 


М. =9550x— 
n 
(2) 计算 各 段 截面 的 扭矩 。 
如 图 3.6(b) 所 示 ， 在 АВ 段 内 ， 沿 1 一 1 截面 
截 开 后 取 左 段 杆 为 研究 对 象 ， 假 定 扭矩 为 hl ， 
由 


=9550x LLN -m=478N-m 
200 


平衡 方程 可 求 得 扭矩 为 
Т--М.,-0 
Т =—M., =-239N-m 
同 理 ， 如 图 3.6(c) 所 示 ， 可 求 得 BC 段 内 任 @ 
一 横 截 面 的 扭矩 为 


Т,-М.,%М,-0 
T, =-M -M a = —478N -m 
ж Ср 段 内 的 扭矩 时 ， 可 取 外 力 偶 较 少 的 右 段 作为 研究 对 象 ， 如 3.6(d) 所 示 ， 则 有 
М.,-1,-0 
Т, =Ma = 4783. 
(3) 画 扭矩 图 。 
按 扭矩 图 的 作 图 规则 ， 画 出 杆 的 扭矩 图 如 图 3.6(e) 所 示 。 从 扭矩 图 中 可 以 看 出 最 大 捏 
EREE ВС 段 和 CD 段 ， 且 方向 相反 。 从 作 扭 矩 图 可 知 ， 外 力作 用 点 就 是 扭矩 突变 的 横 
截面 。 如 轴 上 作用 有 个 外 力 偶 ， 扭 矩 图 分 段 数 为 n-1。 
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3.3” 剪 切 胡 克 定 律 与 切 应 力 互 等 定理 


3.3.1 薄 壁 圆 简 扭 转 时 的 切 应 力 


在 讨论 圆 轴 在 扭转 时 应 力 和 变形 之 前 ， 通 过 分 析 薄 壁 圆 简 的 扭转 ， 以 研究 切 应 力 和 切 
应 变 的 规律 及 二 者 之 间 的 关系 。 图 3.7(a) 所 示 的 薄 壁 圆 简 的 定义 为 : 其 壁 厚 5 与 半径 r 的 
比值 应 小 于 1/10. 

设计 一 个 薄 壁 圆 简 扭 转 试验 。 试 验 前 ， 在 薄 壁 圆 简 的 表面 用 圆周 线 和 纵向 线 画 出 方 格 
( 见 图 3.7(a)); 在 薄 壁 圆 简 的 两 端 施加 一 对 外 力 偶 矩 M. 。 试 验 后 可 以 发 现 ( 见 图 3.7(b)): РЇ 
先 ， 圆 简 表 面 各 圆周 线 的 形状 、 大 小 和 间距 均 未 改变 ， 只 是 绕 轴 线 做 了 相对 转动 ， 其 次 ， 
所 有 和 矩形 网 格 均 牌 斜 成 同样 大 小 的 平行 四 边 形 ， 各 纵向 线 均 倾 斜 了 同一 微小 角度 。 由 于 管 
壁 很 薄 ， 圆 简 内 变形 与 表面 变形 相同 。 由 此 上 述 现象 可 表明 ， 圆 简 无 轴 向 正 应 变 ， 仅 相 邻 
截面 发 生 了 相对 错 动 ， 即 产生 切 应 力 和 切 应 变 ， 切 应 力 方向 与 圆周 相 切 ， 且 圆周 上 各 点 切 
应 力 大 小 相同 。 


(a) Фф) (с) 
图 3.7 
下 面 推导 横 截 面 上 切 应 力 的 表达 式 。 切 应 力 F 的 合力 矩 T 与 外 力 偶 矩 M. 实 现 平衡 关 
系 ， 可 表示 为 
T=M. 
因为 薄 壁 圆 简 的 壁 厚 5 远 小 于 其 半径 >， 可 以 认为 切 应 力 z 沿 壁 厚 方向 均匀 分 布 。 如 
图 3.7(c) 所 示 ， 合 力矩 了 可 写成 


T=|,rd4:r= TAr (3.3) 
А-2лғб (3.4) 
AP, А 为 圆 简 横 截面 面积 。 整 理 后 ， 可 得 薄 壁 圆 简 横 截 面 切 应 力 与 内 力 之 间 的 关系 为 
š: 
251725 Өз) 


与 理论 分 析 得 到 的 精确 解 对 比 表明 ， 2< 0.1 时 ， 该 式 最 大 误差 不 超过 5%. 
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取 一 长 度 7 的 薄 壁 圆 简 ， 在 受 扭 后 两 端 截面 产生 的 相对 扭转 角 为 p ， 其 横 截 面 切 应 变 
可 写成 


ro 
y=— (3.6) 

1 
通过 薄 壁 圆 简 的 扭转 试验 发 现 ， 当 外 力 偶 M. 在 某 一 范围 内 时 ， 相 对 扭转 角 与 外 力 侦 
EM (RHE 刀 之 间 成 正比 ， 如 图 3.8(a) 所 示 。 由 式 (3.6) 可 知 ， 切 应 变 y 与 扭转 角 g 存在 正 
比例 关系 ， 而 式 (3.5) 表 明 ， 切 应 力 与 外 力 偶 (数值 上 等 于 扭矩 ) 成 正比 。 故 可 推断 ， 当 切 应 
力 不 超 过 材料 的 剪 切 比 例 极 限时 ， 切 应 变 y 与 切 应 力 z 成 正比 (图 3.8))， 即 剪 切 胡 可 定律 
209 (3.7) 
式 中 ，G 为 比例 常数 ， 称 为 剪 切 弹性 模 量 ， 其 量 纲 与 相同。 通过 试验 可 以 测定 常见 材料 
的 剪 切 弹性 模 量 。 例 如 ， 钢 的 前 切 弹性 模 量 约 为 75 一 80GPa， 铝 合金 的 前 切 弹性 模 量 为 

26 一 30GPa。 


(a) (b) 
3.8 


理论 和 试验 研究 还 表明 ， 对 于 各 向 同性 材料 ， 剪 切 弹性 模 量 G 与 前 章 介绍 的 弹性 模 量 
E. WEEK и 的 关系 为 


_ E 
201+) 
例 32 一 薄 壁 圆 管 在 受 扭 后 两 端面 的 夹 角 角度 为 0.1*。 该 圆 简 的 内 径 和 外 径 分 别 为 
30mm、32mm， 长 度 为 ln， 其 材料 的 弹性 模 量 为 200GPa， 泊 松 比 为 0.25。 试 求 该 圆 简 承 
受 的 外 力 偶 矩 。 
解 : (1) 计算 圆 管 材料 的 剪 切 弹性 模 量 。 
根据 已 知 材料 的 弹性 模 量 E 和 泊 松 比 j ， 由 式 (3.89) 得 
-We ср, 
2(1-ш) 2(1+0.25) 
(2) 根据 剪 切 胡 克 定 律 计算 切 应 力 ， 由 式 (3.6)、 式 (3.7) 得 
rø _80х10°х16х10°х0.1хт 


т=бу=6——= Ра = 2.23х10%Ра = 2 23МРа 
1 180х1 


(3.8) 
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(3) 根据 切 应 力 计算 外 力 偶 矩 ， 由 式 (3.5) 得 


Т = 2rr26r=2r(16x103) (22529,10 )k223x10°N-m= 3.59N.m 


3.33 ” 切 应 力 互 等 定理 


现 进一步 研究 图 3.7(a) 中 薄 壁 圆 简 的 应 力 情况 。 用 相 邻 两 个 
横 截 面 和 两 个 过 轴线 的 纵向 面 ， 从 薄 壁 圆 简 中 取出 一 个 单元 
体 ， 边 长 为 dx 、dy 、5 ， 如 图 3.9 所 示 。 单 元 体 的 左 、 右 两 侧 
面 是 圆 简 横 截 面 的 一 部 分 ， 所 以 并 无 正 应 力 ， 仅 存在 切 应 力 。 
两 侧面 的 切 应 力 z 方 向 相反 ， 数 值 可 通过 式 (3.5) 求 得 。 
单元 体 左 、 右 两 侧面 上 有 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 的 力 
r.dy.ó ， 并 形成 一 个 顺 时 针 的 力 偶 r:dy ах: ; 则 在 上 下 平面 
必 同 样 存在 一 对 切 应 力 r'.dx.56 ， 并 形成 逆 时 针 的 力 偶 
tT"…dy.dx.5 ， 以 实现 平衡 。 

由 此 可 推论 ， 切 应 力 互 等 定理 如 下 。 

а) 在 单元 体 相互 垂直 的 两 个 平面 上 ， 切 应 力 必 然 成 对 存在 ， 且 数值 相等 ， 即 

=" (3.9) 

(2) 两 者 都 垂直 于 两 个 平面 的 交 线 ， 方 向 则 共同 指向 或 共同 背离 这 一 交 线 。 

上 述 分 析 还 可 表明 ， 在 单元 体 的 4 个 侧面 上 ， 仅 存在 切 应力 而 无 正 应 力 ， 此 种 应 力 状 
态 称 为 纯 剪 切 。 


34 ” 圆 轴 扭转 时 的 应 力 与 强度 条 件 


本 节 首 先 通 过 研究 受 扭 圆 轴 在 几何 、 物 理 和 静 力 等 3 个 方面 的 关系 ， 分 析 其 横 截 面 上 
的 应 力 分 布 规律 ， 即 确定 横 截 面 上 各 点 的 应 力 。 


341 圆 轴 扭转 时 横 截 面 上 的 应 力 


通过 扭转 试验 观察 圆 轴 在 受 扭 时 的 变形 情况 。 试 验 表明 ， 在 扭转 力矩 的 作用 下 ， 圆 轴 
的 表面 变形 与 薄 壁 圆 管 的 情况 类 似 ， 但 切 应 力 在 横 截 面 内 不 再 认为 是 均匀 分 布 。 
1. 几何 方面 
为 了 分 析 圆 轴 扭 转 时 的 应 力 ， 首 先 观察 其 变形 。 如 图 3.10(a) 所 示 ， 在 等 直 圆 杆 的 表面 
作出 圆周 线 和 纵向 线 。 在 杆 的 两 端 施加 一 对 力矩 为 M。 的 外 力 偶 ， 可 以 看 出 圆 轴 表面 的 各 
圆周 线 的 形状 、 大 小 和 间距 均 未 改变 ， 只 是 绕 轴 线 做 了 相对 转动 。 在 小 变形 的 情况 下 ， 各 
纵向 线 均 倾 斜 了 同一 微小 角度 ， 所 有 矩形 网 格 均 成 为 平行 四 边 形 ( 见 图 3.10(b))。 
根据 上 述 现象 ， 对 圆 轴 变 形 做 以 下 假设 。 
а) 变形 后 的 横 截面 仍 为 平面 ， 且 形状 、 大 小 均 不 改变 ， 即 圆 轴 扭 转 的 平面 假设 。 
(2) 变形 后 两 相 邻 横 截 面 之 间 的 距离 保持 不 变 。 
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图 3.10 


按照 此 一 假设 ， 圆 轴 扭 转 时 各 横 截面 如 同 刚性 平面 ， 绕 轴线 旋转 了 一 个 角度 。 此 假设 
得 到 了 理论 和 试验 的 证 实 。 
为 确定 轴 内 各 点 处 切 应 变 的 变化 规律 ， 假 想 地 截取 长 为 dx 的 杆 段 进行 分 析 。 由 平面 
假设 可 知 ， 杆 段 变 形 后 的 情况 如 图 3.11(a) 所 示 ， 截 面 5 一 b 相对 于 截面 a 一 a 绕 轴线 旋转 了 
角度 dp ， 杆 表面 上 的 纵向 线段 AD 倾斜 了 一 个 角度 y Су 就 是 模 截面 周边 上 任 一 点 处 的 切 


应 变 )。 同 时 可 观察 到 ， 在 半径 0,D 上 距 轴 线 p 处 的 G 点 的 纵向 线 EG 随 圆 杆 变形 倾斜 了 
角度 yp У 为 横 截 面 半径 上 任意 点 处 的 切 应 变 。 由 图 3.11(a) 所 示 的 几何 关系 可 得 
сс” 
ласи жз 
即 
У, -32 (3.10) 


式 中 ， SE 为 和 转角 沿 杆 长 的 变化 率 ， 对 于 等 截面 圆 轴 ， 各- 了 为 常数 。 因此 ， 式 (3.10) 
表明 等 直 贺 杆 模 截 面 上 任意 点 的 切 应 变 ,与 该 点 半径 p 成 正比 。 


图 3.11 
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由 剪 切 胡 克 定律 可 知 ， 在 线 弹 性 范围 内 ， 切 应 力 与 切 应 变 存在 正比 例 关 系 。 式 (3.10) 代 
入 式 G3.9)， 横 截面 上 距 轴线 o 处 的 切 应 力 为 
do 


т, =C GR ie (3.11) 
式 G3.11) 表 明 ， 在 离 圆心 等 距 的 各 点 切 应 力 相 同 ， 且 横 截 面 上 任意 点 的 切 应 力 ro 与 该 
点 到 轴线 的 距离 p 成 正比 。 т, 的 方向 垂直 于 该 点 的 半径 。 圆 截面 杆 扭 转 切 应 力 沿 任 一 半径 
的 变化 规律 如 图 3.11(b) 所 示 。 
3. 静 力 学 方面 
如 图 3.11(b) 所 示 ， 在 横 截 面 内 任 一 直径 上 距 圆 心 等 距 的 两 点 处 ， 其 微 剪 力 z,d4 МИН 
且 反 向 ， 因 此 整个 截面 上 微 剪 力 rd4 的 合力 必 等 于 零 ， 而 形成 一 个 合力 偶 ， 即 为 横 截面 上 


的 扭矩 7。 由 静 力 学 中 的 合力 矩 定理 可 得 
f prda =T (3.12) 


式 (3.11) 代 入 式 (3.12)， 经 整理 后 得 
de ж 
GEJAT (3.13) 
式 (3.13) 中 积分 | оаа 仅 与 截面 尺 十 有关 ， 称 为 横 截 面 对 圆心 的 极 惯性 矩 ， 并 用 元 Ж 
示 ， 其 单位 为 m” 。 # = | Pd4 代 入 式 G3.13)， 得 所 转角 沿 杆 长 的 变化 率 <2 9 


ар Т. 3.14 
Ах GI, ө 
式 (3.14) 为 圆 轴 扭转 变形 的 基本 公式 ， 将 其 代入 式 (3.11)， 即 得 
T 
қыдыр (315) 


1, 


式 (3.15) 为 圆 轴 扭转 时 横 截 面 上 任 一 点 的 切 应 力 计 算 公 式 。 
由 式 (3.15) 可 知 ， 在 圆 和 截面 的 边缘 各 处 有 =7 ， 切 应 力 最 大 ， 其 值 为 
g == (3.16) 
Т, 117 
Ж, реА ЕТА РАА ЭО в, HW 表示 ， 称 为 扭转 截面 系数 ， 单位 为 ms 。 


式 (3.16) 又 可 写成 


Tan = 317) 

需 指出 的 是 ， 以 上 各 式 基于 平面 假设 ， 而 仅 有 横 截面 不 变 的 圆 杆 ， 平 面 假设 才 成 立 。 
所 以 ， 这 些 公式 仅 适用 于 等 直 圆 杆 。 而 且 ， 横 截面 上 最 大 切 应 力 不 得 超过 材料 的 线 弹性 
范围 


下 面 进一步 给 出 极 惯性 短工 以 及 抗 担 截 而 系数 ,的 计算 公式 。 如 图 3.12(a) 所 示 ， 对 
于 直径 为 а 的 圆 截面 ， 取 一 其 厚度 为 dp 的 环形 区 域 作为 微 元 ， 其 面积 为 44=2npdp， 由 
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司 截面 极 惯性 矩 定义 有 
a ла“ 
= 2d4 = |2 3dp= 一 3.18 
ГА [ 44 [ 2rp dp 42 (3.18) 
圆 截 面 扭转 截面 系数 为 
D l пб (3.19) 


=a 41/2 16 

对 于 空心 圆 截 面 ， 由 于 截面 的 空心 部 分 没有 内 力 ， 所 以 不 对 空心 部 分 进行 积分 。 如 
图 3.12(b) 所 示 ， 设 空心 圆 截面 的 内 、 外 直径 分 别 为 4. D, Ша-а/р, ， 则 空心 圆 截 面 的 
极 惯 性 矩 为 


D 4 
了 TD 
五 = jPa = [2 2лр?ар =з; @' -4% == жм. (3.20) 


空心 圆 截 面 扭转 截面 系数 为 


(3:21) 


图 3.12 


342 ” 圆 轴 扭转 的 强度 条 件 


圆 轴 横 截 面 的 应 力 分 布 被 确定 以 后 ， 由 此 可 建立 轴 的 强度 条 件 。 为 保证 轴 工 作 时 不 致 
因 强 度 不 够 而 破坏 ， 最 大 扭转 切 应 力 rue 不 得 超过 材料 的 许 用 切 应 力 [r]， 即 


қ = < (8.22) 


AP, Ты 为 轴 的 各 横 截 面 承 受 的 最 大 扭矩 ， 可 根据 轴 的 受 力 情况 或 由 扭矩 图 得 到 。 

例 3.3” 某 传动 轴 ， 横 截面 上 的 最 大 扭矩 为 了 =1.5 kKN.m ， 其 材料 的 许 用 切 应 力 [zr] = 60MPa 。 
该 轴 的 模 截 面 为 一 空心 贺 ， 外 径 和 内 径 分 别 为 D=80mm、d =64mm 。 

а) 试 校 核 该 轴 的 扭转 强度 。 

D 如 将 传动 轴 的 横 截 面 设计 成 实心 圆 ， 并 要 求 与 原来 空心 圆 截 面 设计 保持 相同 的 扭 
转 强 度 ， 试 确定 其 直径 ， 并 比较 两 种 设计 下 传动 轴 的 重量 。 

解 : (1) 由 该 轴 的 结构 尺寸 计算 抗 扭 截面 系数 ， 即 

n а 64х10 3 
D 80x10” 
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т, = т? (-а%- оо ) (1—0.8°уп = s.935x10 m 
校 核 轴 的 最 大 切 应 力 为 
g 1.5х10° 


Тык = = 2—5 = 25.3х10°Ра = 25.3МРа < [2] = 60МРа 
W, 5.935х10 

所 以 ， 满 足 扭转 强度 条 件 。 

O 当 实 心 轴 与 空心 轴 的 最 大 应 力 同 为 [中 时 ， 两 轴 的 许可 扭矩 分 别 为 


ла: 
=й = тети 


3 -3%3 
т, = Wale] a-a ZE 008г] 
其 中 ，4 为 待 求 的 实心 轴 直 径 。 若 两 轴 的 强度 相同 ， 则 应 有 五 = 五 ， 可 得 
ИР лх(80х107) 
6/7” 16 
d, = (80x10°)x (1 —0.8°)2m = 0.067m 


@-0.8°)[т] 


实心 轴 横 截 面 面 积 为 
ла? 
Asg 
空心 轴 横 截面 面积 为 
ГЕ n(D? — d°?) 
4 


在 长 度 相 等 、 材 料 相同 的 情况 下 ， 两 种 截面 设计 下 的 传动 轴 重 量 比 即 横 截 面 面 积 比 为 
А р-а _ 0.082 -0.064 
二 = =— =51.3% 
A d 0.067° 
可 见 在 载荷 相同 的 条 件 下 ， 空 心 轴 的 重量 仅 为 实心 轴 的 51.3%， 其 在 减轻 重量 、 节 约 
材料 方面 效果 是 非常 明显 的 。 这 是 因为 横 截面 上 的 切 应 力 沿 半径 按 线性 规律 分 布 ， 圆 心 附 
近 的 应 力 很 小 ， 材 料 没有 充分 发 挥 作用 。 因 此 ， 为 了 合理 利用 材料 ， 宣 将 材料 放置 在 远离 
圆心 的 部 位 ， 即 设计 成 空心 轴 ， 从 而 增 大 轴 的 抗 扭 截面 系数 、 提 高 轴 的 强度 。 


35 ” 圆 轴 扭转 变形 与 刚度 条 件 


轴 类 零件 除 应 满足 强度 要 求 外 ， 一 般 还 不 应 有 过 大 的 扭转 变形 。 本 节 主要 讨论 贺 轴 在 
扭转 时 的 变形 ， 并 以 此 建立 刚度 条 件 。 
3.5.1 圆 轴 扭转 时 的 变形 


扭转 变形 的 特征 是 两 个 横 截 面 间 产 生 绕 轴 线 的 相对 转角 ， 即 扭转 角 2 。 由 式 (3.14) 可 得 
相距 dx 的 两 横 截面 间 的 扭转 角 为 
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Т 


-2-ж (3.23) 
沿 轴线 x 积分 ， 即 可 得 到 距离 为 7 的 两 个 横 截 面 之 间 的 相对 转角 为 
г-|4- [с ® (3.24) 
对 于 如 长 度 为 人 、 扭 矩 了 为 常数 的 等 直 杆 ， 由 上 述 公 式 得 两 端 横 截面 间 的 扭转 角 为 
п 
асл (3.25) 


式 (3.25) 表 明 ， 扭 转角 9 与 扭矩 TY、 轴 长 REK, УЈИЕ С, ИЙЕ T pR 
反比 。 乘 积 GI, 称 为 圆 截 面 轴 的 截面 扭转 刚度 。 

有 些 情 况 下 ， 轴 在 各 段 内 的 T 并 不 相同 或 者 各 段 的 极 惯性 矩 五 不 同 。 此 时 应 分 段 计算 
各 段 的 扭转 角 ， 然 后 求 代数 和 ， 以 得 到 两 端面 的 相对 扭转 角 为 
Л 
Ш" 


(3.26) 


3.52 ” 圆 轴 扭 转 的 刚度 条 件 


对 于 很 多 轴 的 设计 ， 常 常 需要 考虑 其 变形 情况 ， 即 应 满足 刚度 要 求 。 例 如 ， 发 动机 的 
是 轮轴 扭转 角 过 大 ， 会 影响 气 阀 开关 时 间 ; 又 如 ， 车 床 丝 杆 扭转 角 过 大 ， 会 影响 车 刀 进 
给 ， 降 低 加 工 精度 。 
因 式 (3.25) 表 示 的 扭转 角 与 轴 的 长 度 1 有 关 ， 为 消除 长 度 的 影响 ， 在 工程 实际 中 通常 用 
9 对 x 的 变化 率 dp/dx 来 表示 扭转 变形 的 程度 ， 称 为 单位 长 度 扭转 角 ， 用 с RR. HR 


(3.25) 有 
бр Т. 3.27 
?Gh м 
所 以 ， 圆 轴 扭 转 的 刚度 条 件 建立 以 下 公式 ， 即 
J ú 
Бр M (3.28) 


AF, (Т 为 许可 单位 长 度 扭 转角 ， 其 常用 单位 是 (" )/m。 
由 于 按 式 (3.27) 计 算 所 得 结果 的 单位 为 radm， 故 需 将 式 (3.28) 左 边 单位 换算 为 


(")/m ， 于 是 有 
ЛА. Ей —.. 
a m О (3.29) 
对 于 一 般 传动 轴 ，[g1] 为 0.5%/m~1.0"/m。 更 多 轴 类 零件 的 [pg] 值 可 从 有 关 规 范 或 手册 
中 查 到 。 


例 34 如 图 313 所 示 ， 圆 截面 轴 4C， 承 受 扭 力矩 M4 > Mg Mc 的 作用 。 已 知 
М,-200М-ш , M,=500N-m , М„=300М-ш , 1=1=2m , 1-і,-2ш, 
d=40mm, С-80СРа. 


M, M, Me 
T. <= === 
k i V 

А L Д Д8 h Je 
3.13 


(1) 试 求 轴 的 总 扭转 角 。 

(2) 设 单位 长 度 许 用 扭转 角 [o]=1?/m ， 试 校 核 刚度 。 

Ж (1) 利用 截面 法 ， 得 48 与 BC 段 的 扭转 分 别 为 
T =M,=200N:m 
Т,=-Ме =-300 N-m 


VPE da) hhi AEE, Вр 
74% 314х40 , 
І === mm 
* 32 32 
(2) 计算 轴 的 总 扭转 角 。 
由 于 各 段 轴 的 扭矩 不 同 ， epagne 首先 需要 求 出 每 一 段 轴 的 扭转 角 。 
W AB 与 BC 段 的 扭转 角 分 别 为 9,、g,， 由 式 (3.25) 可 知 
Hi 200x2 
СО, 80x10 x2.52x107 
Т, -300х2 
СІ, 80х107х2.52х107 
由 此 得 轴 АС 的 总 扭转 角 为 
@ = @, +P, = 0.02rad — 0.03rad = —0.01rad 
在 图 3.13 中 ， 同 时 画 出 了 扭转 时 母线 ас 的 位 移 情况 ， 它 由 арс 变 为 折线 age' ， 由 此 
可 更 清晰 地 显示 扭转 变形 的 情况 。 
G) 该 轴 为 等 截面 轴 ， 而 BC 段 的 扭矩 最 大 ， 故 此 段 的 扭转 角 变 化 率 也 最 大 ， 其 值 为 


oa 
dx mx 


=2.512x10°mm* 


rad = 0.02rad 


p= rad = —0.03rad 


2 


由 此 ， 该 轴 符 合 刚度 要 求 。 
36 ” 圆 轴 扭转 的 超 静 定 问题 


在 一 些 工程 实际 中 ， 有 时 出 现 受 扭转 杆 件 的 约束 条 件 较为 复杂 ， 或 受 扭 杆 件 不 是 用 单 
一 材料 制 成 ， 杆 件 的 约束 反 力 或 所 受 扭矩 无 法 由 静 力 平衡 方程 直接 求 出 ， 形 成 扭转 超 静 定 
问题 。 这 种 情况 下 ， 必 须 通过 用 扭转 变形 相 容 条 件 来 建立 补充 方程 求解 。 下 面 通过 分 析 两 
种 情形 来 说 明 扭 转 超 静 定 问题 的 解法 。 
图 3.14(a) 所 示 为 一 两 端 固定 的 圆 形 截面 村 4B， 杆 的 直径 为 4， 长 度 为 /， 剪 切 弹 模 量 
为 G， 在 杆 截面 C 处 受 外 力 偶 矩 M。 。 试 求 两 端 支 反 力 偶 矩 的 大 小 。 

对 此 问题 ， 圆 截面 杆 受 两 个 未 知 支 反 力 偶 矩 M4 、Ms ， 而 只 能 列 出 一 个 平衡 方程 
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Ум, =0 ， 故 为 一 次 超 静 定 问 题 。 为 此 ， 首 先 取 支 座 B 为 多 余 约束 ， 解 除 多 余 约束 后 代 
之 多 余 约 束 力 偶 矩 Ms WE 3.14(b) 所 示 。 其 次 利用 扭转 变形 相 容 条 件 建立 补充 方程 ， 基 
本 静 定 系 中 的 自由 端 B 在 外 力 偶 M。、 支 反 力 偶 矩 Ms 的 共同 作用 下 ， 其 扭转 角 等 于 零 ， 
即 


(3.30) 


由 扭转 变形 的 物理 关系 有 


P (3.31) 
Psm, = GI 
P 


将 式 (3.31) 代 入 式 (3.30)， 得 补充 方程 
Ма ММ 


Гьы, айне" 
GL GI, 


P 


解 得 支 反 力 偶 矩 Ms 为 


解 得 Ms 后 ， 可 由 静 力 平衡 方程 求 出 4 Эш ж БЕЛИН M 4 o 

另 一 个 实例 如 图 3.15(a) 所 示 ， 一 受 扭 杆 件 由 不 同 材料 的 实心 杆 和 空心 杆 组 合 而 成 ， 通 
过 焊接 构成 一 整体 杆 件 。 设 实心 杆 和 空心 杆 的 扭转 刚度 分 别 为 G, 了 I 和 GT ， 试 求 出 实心 
杆 和 空心 杆 各 承受 的 扭转 力 偶 矩 。 
在 这 一 问题 中 ， 实 心 杆 和 空心 杆 承 受 的 扭转 力 偶 矩 M, 和 M, 是 两 个 未 知 量 ， 只 能 列 出 
一 个 平衡 方程 > M.=0 ， 也 是 一 次 超 静 定 问 题 ， 须 建立 一 个 补充 方程 。 如 图 3.15(b) 所 
示 ， 受 扭 变形 相 容 条 件 是 : 因 实 心 杆 和 空心 杆 焊接 在 一 起 ， 故 两 杆 在 两 个 未 知 扭转 力 偶 矩 
作用 下 所 产生 的 扭转 角 是 相同 的 ， 即 


м,-%М 


0,-ө, (332) 
Жер, p, 为 实心 杆 在 1 作用 下 产生 的 扭转 角 ， д, 为 实心 杆 在 M, 作用 下 产生 的 扭转 角 。 
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345 
扭转 变形 的 物理 关系 有 
M, 
° GL, 
му (3.33) 
= EL 
将 式 (3.33) 代 入 式 (3.32)， 简 化 后 得 
M, = у (3.34. 
“бл,” 34) 
组 合 杆 静 力 平衡 方程 为 
М,%М,-М, (3.35) 
联 立 求解 式 (3.34)、 式 (3.35)， 整 理 后 得 
_ ©1, _ Gh 
“етн "ст жой; ” 


37 ”矩形 截面 杆 的 扭转 应 力 与 变形 


前 面 各 节 讨 论 了 圆 形 截面 杆 的 扭转 问题 。 在 工程 实际 中 ， 有 些 受 扭 杆 件 的 横 截 面 并 非 
圆 形 ， 其 中 较 常 见 的 是 矩形 截面 轴 ， 如 农业 机 械 中 会 采用 方 轴 作 为 传动 轴 。 

如 图 3.16(a) 所 示 ， 取 一 横 截 面 为 矩形 的 杆 ， 在 其 侧面 画 上 纵向 线 和 横向 周 界 线 。 扭 转 
变形 后 发 现 横向 周 界线 已 变 成 空间 曲线 ( 见 图 3.16(b))。 这 表明 变形 后 杆 的 横 截 面 已 不 再 保 
持平 面 ， 即 产生 了 访 曲 现象 。 根 据 平面 假设 所 建立 的 圆 轴 扭转 公式 ， 对 于 甜 形 截 面 轴 已 不 
再 适用 。 


БА 2, 


@) 


3.16 


对 于 非 圆 截面 杆 的 扭转 ， 一 般 在 弹性 力学 中 讨论 。 这 里 直接 引用 弹性 力学 的 一 些 结 
果 ， 并 仅 限于 和 矩形 截面 杆 扭转 的 情况 。 弹 性 力学 指出 ， 甜 形 截面 轴 扭 转 时 ， 横 截面 边缘 各 
点 处 的 切 应 力 平行 于 截面 周边 ， 角 点 处 的 切 应 力 为 零 ， 最 大切 应 力 re 发 生 在 截面 长 边 中 
点 处 ， 而 短 边 中 点 处 的 切 应 力 五 也 有 相当 大 的 数值 ， 如 图 317 所 示 。 т 、 五 可 按 式 
(3.36)、 式 (3.37) 计 算 ， 即 


Т 
кы “aN (3.36) 
Sy. (3.37) 
杆 件 两 端 模 截面 的 相对 转角 g 的 计算 公式 为 
ТІ ТІ 
p= Gp = а. (3.38) 


式 中 : АБ 分 别 表示 矩形 截面 长 边 和 短 边 的 长 度 ， 系 数 
a、B 和 vw 均 与 比值 hb 相关， 并列 于 表 3.1 中 ; 
GI, = GBhb? ， 也 被 称 为 抗 扭 刚度 。 

上 述 结论 与 图 3.16(b) 所 示 的 试验 现象 是 一 致 的 。 从 试验 
中 观察 到 ， 杆 表面 棱 边 处 的 切 应 变 为 零 ， 而 距 棱 边 中 点 越 近 
切 应 变 越 大 ， 在 侧面 中 线 处 切 应 变 最 大 。 


表 3.1 矩形 截面 杆 扭 转 时 的 系数 w 、 和 v 


ГГА 
а 0.231 | 0.246 
В 0.196 | 0.229 


关于 横 截 面 边 缘 各 点 处 的 切 应 力 平行 于 周边 及 角 点 处 的 切 应 力 为 零 的 结论 ， 也 可 利用 
切 应 力 互 等 定理 得 到 证 实 。 如 图 318 所 示 ， 若 横 截 面 边缘 某 点 4 处 的 切 应 力 不 平 行 于 周 
边 ， 即 存在 有 垂直 于 周边 的 切 应 力 分 量 环 时， 则 根据 切 应 力 互 等 定理 可 知 ， 杆 表面 必 存 在 
有 切 应 力 五 。 然 而 ， 当 杆 表面 无 轴 向 剪 切 载荷 作用 时 ， 环 =0 ， 可 见 ， 五 =0 ， 即 截面 边 
缘 切 应 力 一 定 平行 于 周边 。 同 样 ， 在 截面 的 角 点 处 ， 如 B 点 ， 由 于 该 处 杆 表面 的 切 应 力 五 
HT HKE, В 点 处 的 切 应 力 分 量 五 和 五 也 必 为 零 。 所 以 ， 横 截面 上 角 点 处 的 切 应 力 必 
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例 3.5 某 矩 形 截面 杆 ， 横 截面 如 图 3.19 所 示 。 若 扭矩 了 =2KN.m ， 试 求 横 截 面 上 
А. В 点 处 的 切 应 力 。 


解 : 由 图 可 知 


从 表 3.1 中 查 得 ， 当 h/b=2.5 时 ，Q@ =0.258，B=0.249 ，v=0.766 。4、 点 的 应 


力 可 由 式 (3.36)、 式 (3.37) 得 
Т 2x10 
амра 
2 0.258х100х107 х(40х10°) 


rs = ут, = 0.766x48.4 =37.1 MPa 
3.8 ЗЛЕ АЗЕ НЯ 


3.8.1 ЭЛА 


ЗЕ ЕЕ Е 020 —. ШІН 3.20(a) 所 示 ， 当 杆 件 受 大 小 相等 、 方 向 相反 、 
作用 线 相距 很 近 的 一 对 横向 作用 力 时 ， 杆 件 将 发 生 剪 切 变形 ， 杆 件 横 截 面 cq 相对 横 截面 
ab 发 生 错 动 ( 见 图 3.20(b))。 当 相对 错 动 面 之 间 的 材料 产生 塑性 变形 或 剪断 时 ， 杆 件 就 产生 
剪 切 破坏 。 产 生 相 对 错 动 的 截面 称 为 剪 切面， 在 剪 切面 上 产生 的 内 力 称 为 力 ， 用 五 表示 ， 
如 图 3.20(c) 所 示 。 剪 力 在 前 切面 上 形成 切 应 力 。 
工程 应 用 中 ， 产 生前 切 变形 的 实例 较 多 ， 如 在 剪 床 上 前 切 钢筋 或 钢板 ( 见 图 3.21(а)), 
机 器 或 工程 结构 中 的 连接 件 如 螺栓 、 键 、 锦 钉 、 销 等 都 是 主要 承受 剪 切 的 构件 。 例 如 ， 用 
来 连接 齿轮 与 轴 的 键 ( 见 图 3.21(b))， 机 器 和 结构 中 常用 的 螺栓 ( 见 图 3.2109) 081 ЖТ( Т. 
图 3.21(e))， 吊 装 重 物 的 轴 销 ( 见 图 3.21(c)) 等 。 


Е 2 


3.8.2 


zy 


采用 实用 


图 3.21 


剪 切 的 实用 计算 


切 变形 的 构件 尺寸 较 小 ， 其 变形 情况 较为 复杂 ， 在 工程 设计 中 为 简化 计算 ， 通 常 
计算 法 。 以 图 3.22 所 示 的 螺栓 连接 为 例 ， 两 块 钢板 承受 拉力 五 后 ， 螺 栓 两 侧面 受 


到 两 个 分 布 压力 的 作用 ( 见 图 3.22(a))， 运 用 截面 法 可 得 到 剪 切面 上 的 内 力 ， 即 剪 力 无 ， 如 


图 3.22(b) 所 示 。 在 前 切实 用 计算 中 ， 假 设 剪 切面 上 各 点 处 的 切 应力 是 均匀 分 布 的 ， 于 是 可 


得 到 剪 切 


AP, А 


面 上 的 名 义 切 应 力 为 
R 
= (3.39) 
为 前 切面 的 面积 。 


可 以 通过 直接 试验 测 得 剪 切 时 的 材料 许 用 切 应 力 [z] ， 即 由 剪 切 试 验 测 出 材料 失效 时 


的 极限 荷载 ， 并 按 式 (3.39) 求 得 名 义 极限 切 应 力 +, ， 再 除 以 安全 因数 得 到 许 用 切 应力 [z] 。 
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这 时 ， 剪 切 强 度 条 件 可 表示 为 
r= 人 <[q] (3.40) 


(а) 
图 3.22 
例 36 己 知 一 钢板 厚度 6 =8mm， 其 剪 切 极限 应 力 z, =300MPa ， 在 冲床 上 将 钢板 冲 
出 直径 4 =30mm 的 孔 ， 如 图 3.23(a) 所 示 。 试 求 冲床 需要 施加 的 冲压 力 F. 


图 3.23 


Ж. 在 冲 孔 时 ， 冲 头 下 面 的 板材 因 剪 切 破坏 将 与 原 板 产生 分 离 ， 其 前 切面 是 被 冲 头 冲 
出 的 圆柱 的 侧面 ， 如 图 3.23(b) 所 示 。 剪 切面 面积 为 
А-таб6-лх30х107 x8x102m°=754x10%m° 
冲 孔 所 需要 的 冲压 力 为 
Е > Ат, = 754х10%* x300x10%N = 226. 2x10°N = 226.2kN 


3.83 ЖЕМЕНІЕ 


ТЕШ 3.24(а)т ЇЇ Ет, ШЕТІН КН E Је B 2454162. [и] ЈАН EE 
紧 ， 这 种 现象 称 为 挤 压 。 当 接触 面 上 的 挤 压力 过 大 时 ， 会 导致 接触 面 局 部 产生 塑性 变形 ， 
使 锦 钉 孔 变 成 长 圆 孔 或 锦 钉 变 成 扁 圆 柱 。 为 防止 连接 件 挤 压 失 效 ， 必 须 进 行 挤 压强 度 
校 核 。 


иш 


F 
F < 
ЫЈ 
挤 压 面 
б 
Е Е <= 
BP 
@) (b) 
图 3.24 


在 连接 件 中 ， 除 键 连接 的 接触 面 为 平面 外 ， 大 多 数 连接 件 (如 螺栓 、 钾 钉 、 销 等 ) 为 
柱 面 ， 其 挤 压 应 力 的 分 布 如 图 3.24(b) 所 示 ， 最 大 应 力 出 现在 接触 面 中 部 ， 应 力 计 算 较 为 复 
杂 。 工 程 中 挤 压 应 力 采用 实用 计算 ， 即 假设 在 接触 面 上 的 挤 压 应 力 均 匀 分 布 ， 其 名 义 挤 
应 力 为 


„>. 


(3.41) 


4, 
Жар, A, ИРАСА EAA ART, А, ЭЛИ ІНЕ БИЕСІН ОРН 
积 ( 见 图 3.25(a)); 当 接 触 面 为 平面 时 (如 键 连接 )，4, 取 实际 接触 面积 ( 见 图 3.25(b))。 由 实 
用 计算 式 计算 出 的 名 义 挤 压 应 力 与 接触 面 中 点 处 的 最 大 挤 压 应 力 相近 。 


Cu 


3.25 


通过 直接 试验 ， 并 按 式 (3.41) 得 到 极限 挤 压 应 力 后 ， 从 而 可 确定 出 材料 的 许 用 挤 压 应 力 
lop] ， 则 挤 压强 度 条 件 为 


с. = „>, © [о\,] (3.42) 
A, 


需要 强调 的 


挤 压强 度 较 低 的 材料 的 挤 


例 3.7 图 


Г 62 | 


是 ,在 挤 


压强 度 。 
3.26(a) 所 示 为 轴 通 过 键 连接 带动 齿轮 ( 


压强 度 校 核 中 ， 当 连接 件 和 被 连接 件 的 材料 不 同时 ， 应 校 核 许 用 


图 中 未 画 出 ) 转 动 。 已 知 轴 的 直径 
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d= 70mm ， 刍 的 尺寸 为 bxhx1=20mmx12mmx100mm ， 传 递 的 扭转 力 偶 矩 M = 2kN.m， h 
键 的 许 用 剪 切 应 力 [zj]= 60MPa ， 许 用 挤 压 应 力 [o,.]=100MPa 。 试 校 核 键 的 强度 。 


3.26 


解 : (1) 由 静 力 平衡 条 件 求 出 齿轮 作用 在 键 上 半 部 分 的 挤 压 力 。 由 平衡 方程 
d h 
УМ, =0， н[2.") м.о 
_ AM _ 4х2х10 
2d+h 2x0.07+0.12 
(2) 校 核 剪 切 强 度 。 如 图 3.26(b) 所 示 ， 键 前 切面 上 的 剪 力 为 
Е-Е-52.6х0% 


N =52.6x10°N 


由 式 (3.40) 有 
_ E Е 52.6x10 
ОА Ы002х01 

满足 剪 切 强度 要 求 。 

(3) 校 核 挤 压强 度 。 由 式 (3.42) 有 

F Е 526х0 


ба 2x1 0006x01 
满足 挤 压强 度 要 求 。 


а = 26.3 х10°Ра = 26.3MPa < [r] = 60МРа 


Ра =87.7x10°Pa =87.7MPa < [o,, ] =100МРа 


£ = J # 


扭转 的 受 力 特 征 是 杆 件 两 端 存在 两 个 大 小 相等 、 方 向 相反 、 且 作用 平面 与 杆 件 轴线 垂 
直 的 外 力 偶 。 其 变形 特征 是 杆 件 的 任意 两 个 截面 都 发 生 绕 轴线 的 相对 转动 。 

外 力 偶 矩 通常 由 轴 所 传递 的 功率 及 其 转速 计算 得 到 ， 扭 转 时 圆 轴 横 截 面 内 的 内 力 称 为 
扭矩 。 薄 壁 圆 简 扭转 实验 表明 ， 圆 轴 扭 转 时 横 截面 内 只 有 切 应力 而 无 正 应 力 。 

切 应 力 互 等 定理 为 : 在 单元 体 相互 垂直 的 两 个 平面 上 ， 切 应 力 必 成 对 存在 ， 且 数值 相 
等 ; 两 者 都 垂直 于 两 个 平面 的 交 线 ， 方 向 则 共同 指向 或 共同 背离 这 一 交 线 。 
贺 轴 扭转 时 的 变形 与 薄 壁 圆 管 的 情况 类 似 ， 但 切 应 力 在 横 截面 内 不 再 认为 是 均匀 分 
布 。 扭 转 中 的 超 静 定 问题 亦 可 通过 变形 协调 方程 获得 补充 方程 的 方法 求解 。 和 矩形 等 非 圆 截 


КЕШ 


„№ 材料 力学 


面 轴 扭 转 时 横 截 面 不 再 保持 平面 ， 不 能 采用 平面 假设 ， 移 形 截面 轴 扭 转 时 ， 横 截面 边缘 每 
点 处 的 切 应 力 平行 于 截面 周边 ， 角 点 处 的 切 应 力 为 零 。 在 连接 件 剪 切 面 上 产生 的 内 力 称 
29421. 


J 题 


за 如 习题 3.1 图 所 示 ， 一 传动 轴 做 匀速 转动 ， 转 速 n =200r/min ， 轴 上 装 有 5 个 轮 
子 ， 主 动 轮 I 输入 的 功率 为 60kW， 从 动 轮 I、 斑 、IV、V 依次 输出 18kW、12kW、22kW 
和 8kW。 试 作 轴 的 扭矩 图 。 

32 ”如 习题 3.2 图 所 示 ， 一 钻探 机 的 功率 为 0kW， 转 速 n =180r/min 。 钻 杆 钻 入 土 
层 的 深度 1 = 40 m 。 如 土壤 对 钻 杆 的 阻力 可 看 作 是 均匀 分 布 的 力 偶 ， 试 求 分 布 力 偶 的 集 度 


т, ， 并 作 钻 杆 的 扭矩 图 。 


Ме 


т 


习题 3.1 习题 3.2 图 


33 圆 轴 的 直径 dg =50mm ， 转 速 为 120rmin。 若 该 轴 横 截面 上 的 最 大 切 应 力 等 于 
60MPa， 试 问 所 传递 的 功率 为 多 大 ? 

3.4 ”空心 钢 轴 的 外 径 DD=100mm ， 内 径 4 =50mm 。 已 知 间距 为 1= 2.7m 的 两 横 截 
面 的 相对 扭转 角 2=1.8" ， 材 料 的 切 变 模 量 G = 80GPa 。 试 求 : 

(1) 轴 内 的 最 大 切 应 力 。 

(2) 当 轴 以 n = 80r/min 的 速度 旋转 时 轴 所 传递 的 功率 。 

35 ” 某 小 型 水 电站 的 水 轮机 容量 为 50kW， 转 速 为 300r/min， 钢 轴 直 径 为 75mm, Ж 
在 正常 运转 下 且 只 考虑 扭矩 作用 ， 其 许 用 切 应 力 [z] = 20MPa 。 试 校 核 轴 的 强度 。 

36 已 知 钻探 机 钻 杆 (参见 习题 3.2 图 ) У О = 60mm ， 内 径 q =50mm ， 功 率 
Р =7.355К\/ ， 转 速 n =180r/min ， 钻 杆 入 土 深 度 1 = 40m ， 钻 杆 材料 的 G=80GPa ， 许 
用 切 应 力 [zj]= 40MPa 。 假 设 土壤 对 钻 杆 的 阻力 是 沿 长 度 均 匀 分 布 的 ， 试 求 : 

(1) 进行 强度 校 核 。 

(2) 两 端 截 面 的 相对 扭转 角 。 

зл 如 习题 3.7 图 所 示 ， 实 心 圆 轴 的 直径 4 =100mm ， 长 7=lm ， 其 两 端 所 受 外 力 
BEM, =14KN.m ， 材 料 的 切 变 模 量 G = 80GPa 。 试 求 : 

(1) 最 大 切 应 力 及 两 端面 间 的 相对 转角 。 
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(2) 图 示 截 面 上 4、B、C 三 点 处 切 应 力 的 数值 及 方向 。 
(3) C 点 处 的 切 应 变 。 
38 ”如 习题 3.8 图 所 示 一 等 直 圆 杆 , Са = 40mm ，a=400mm ，G=80GPa , 
3 
(1) 最 大 切 应 力 。 
(2) 截面 4 相对 于 截面 C 的 扭转 角 。 


习题 3.7 图 习题 3.8 图 

39 如 习题 3.9 图 所 示 绞 车 由 两 人 同时 操作 ， 若 每 人 在 手柄 上 沿 着 旋转 的 切 向 作用 力 
五 均 为 0.2kN， 已 知 轴 材 料 的 许 用 切 应 力 [r]= 40MPa ， 试 求 : 

(1) АВ 轴 的 直径 。 

(2) 绞车 所 能 吊 起 的 最 大 重量 。 

3.10 ”直径 4d =50mm 的 等 直 圆 杆 ， 在 自由 端 截面 上 承受 外 力 偶 M。 = 6kKN.m ， 而 在 
圆 杆 表面 上 的 4 点 将 移动 到 41 点 ， 如 习题 3.10 图 所 示 。 已 知 As = À = 3mm ， 圆 杆 材料 
的 弹性 模 量 已 =210GPa ， 试 求 泊 松 比 A o 


习题 3.9 图 习题 3.10 图 


3.11 直径 dg = 25mm 的 钢 圆 杆 ， 受 轴 向 拉力 60kN 作用 时 ， 在 标 距 为 200mm 的 长 度 
内 伸 长 了 0.113mm。 当 其 承受 一 对 扭转 外 力 偶 矩 MK =0.2kKN.m 时 ， 在 标 距 为 200mm 的 长 
度 内 相对 扭转 了 0.732° 的 角度 。 试 求 钢 材 的 弹性 常数 下 СЖ. 

342 长度 相等 的 两 根 受 扭 圆 轴 ， 一 根 为 空心 圆 轴 ， 另 一 根 为 实心 圆 轴 ， 两 者 的 材料 


Сз 2, 
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相同 ， 受 力 情况 也 一 样 。 实 心 轴 直 径 为 d; 空心 轴 的 外 径 为 D， 内 径 为 а, H 
do/D=0.8 。 试 求 当空 心 轴 与 实心 轴 的 最 大 切 应 力 均 达到 材料 的 许 用 切 应 力 (7 =[т]), H 
和 矩 了 相等 时 的 重量 比 和 刚度 比 。 

3.13 已 知 实心 圆 轴 的 转速 mn= 300r/min ， 传 递 的 功率 p=330kW ， 轴 材料 的 许 用 
切 应 力 [z] = 60MPa ， 切 变 模 量 G = 80GPa 。 若 要 求 在 2m 长 度 的 相对 扭转 角 不 超过 1"， 试 
求 该 轴 的 直径 。 

3.14 ”如 习题 3.14 图 所 示 等 直 圆 杆 ， 已 知 外 力 偶 M, =2.99kN-m，M; =7.20kN:m,， 
ML =421KN.m， 许 用 切 应 力 [zj=70MPa ， 许 可 单位 长 度 扭转 角 [go]=1 /m ， 切 变 模 量 
G=80GPa 。 试 确定 该 轴 的 直径 4 。 

3.15 ”如 习题 3.15 图 所 示 的 阶梯 形 圆 杆 ，4E 段 为 空心 ， 外 径 DD=140mm ， 内 径 
а =100mm ; ВС 段 为 实心 ， 直 径 4 =100mm 。 外 力 偶 矩 Mf =18kN:m, М, =32kN:m， 
Me =14kN.m ， 许 用 切 应 力 [r]=80MPa ， 许 可 单位 长 度 扭转 角 [9']=1.2" /m ， 切 变 模 量 
G=80GPa 。 试 校 核 该 轴 的 强度 和 刚度 。 


м, м. м р 
эү үзөт (шыны 
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习题 3.14 图 习题 3.15 图 

346 习题 3.1 图 所 示 的 轴 ， 材 料 为 钢 ， 其 许 用 切 应 力 [r]=20MPa ， 切 变 模 量 
G=80GPa ， 许 可 单位 长 度 扭 转角 [go]= 2.5° /m 。 试 按 强度 条 件 及 刚度 条 件 选 择 圆 轴 的 
直径 。 

317 如 习题 3.17 图 所 示 一 两 端 固定 的 钢 圆 轴 ， 其 直径 4 =60mm ， 轴 在 С 截面 承受 
一 外 力 偶 矩 Me =3.8kKN.m ， 已 知 钢 的 切 变 模 量 G=80GPa 。 试 求 截面 C 两 侧 模 截面 上 的 
最 大 切 应 力 和 C 截面 的 转角 。 

3.18 如 习题 3.18 图 所 示 组 合 杆 由 套 管 和 芯 轴 组 成 ， 组 合 杆 两 端 与 刚性 板 牢 固 连接 在 
一 起 。 设 作用 在 刚性 板 上 的 扭转 力 偶 矩 M. =2kN.m ， 和 套 管 和 芯 轴 的 切 变 模 量 分 别 为 
б, =40GPa 、G, =80GPa ， 试 求 套 管 和 芯 轴 的 扭矩 及 最 大 扭转 切 应 力 。 


1.5m 


A С B 


习题 3.17 图 习题 3.18 图 


319 ”如 习题 3.19 图 所 示 一 空心 圆 管 4 套 在 实心 圆 杆 下 的 一 端 ， 两 杆 在 同一 横 截 面 处 
各 有 一 直径 相同 的 贯穿 孔 ， 但 两 孔 的 中 心 线 构成 一 个 5 角 。 现 在 杆 B 上 施加 外 力 偶 使 杆 B 
扭转 ， 以 使 两 孔 对 准 ， 并 穿 过 孔 装 上 销 钉 ， 装 上 销 钉 后 邱 除 施加 在 杆 B 上 的 外 力 偶 。 已 知 
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管 4 和 杆 B ПОВЕ T Mae 两 杆 的 材料 相同 ， 其 切 变 模 量 为 G。 试 求 管 4 和 
FF BB 横 截面 上 的 扭矩 。 

3.20 ”如 习题 3.20 图 所 示 移 形 截面 钢 杆 承受 一 对 外 力 偶 M。 = 3kKN.m 。 已 知 材料 的 切 
变 模 量 G = 80GPa ， 试 求 : 


а) 杆 内 最 大 切 应 力 的 大 小 、 位 置 和 方向 。 
(2) 横 截面 短 边 中 点 处 的 切 应 力 。 
(3) 杆 的 单位 长 度 扭转 角 。 


м, M. 
E 


习题 3.19 图 习题 3.20 图 


321 如 习题 3.21 图 所 示 销 钉 连 接 中 ， 已 知已 =95kKN ， 销 钉 直 径 4 =30mm ， 材 料 许 
用 应 力 [rz]= 60MPa 。 试 校 核 销 钉 的 剪 切 强度 。 若 强度 不 够 ， 应 设计 多 大 直径 的 销 钉 ? 

3.22 ”水 轮 发 电机 组 的 卡 环 尺 寸 如 习题 3.22 图 所 示 。 已 知 轴 向 荷载 忆 =1450kN ， 卡 环 
材料 的 许 用 切 应 力 [z]=80MPa ， 许 用 挤 压 应 力 [cu]=150MPa 。 试 校 核 卡 环 的 强度 。 


习题 3.21 习题 3.22 图 


3.23 凸 缘 联 轴 器 如 习题 3.23 图 所 示 ， 凸 缘 之 间 用 4 个 螺钉 相连 接 ， 螺 栓 内 径 
qd=10mm ， 对 称 地 分 布 在 D, =80mm 的 圆周 上 。 若 螺栓 的 剪 切 许 用 应 力 [z]=60MPa ， 联 


轴 器 传递 扭转 力 偶 矩 M. =240N-m 时 ， 试 校 核 螺栓 的 剪 切 强度 。 


3.24 ”承受 拉力 =80kN 的 螺栓 连接 如 习题 3.24 图 所 示 ， 已 知 5=80mm ， 
5=1l0mm ，qd=22mm ， 螺 栓 的 剪 切 许 用 应 力 [r]=130MPa ， 钢 板 的 许 用 挤 压 应 力 


[cu]=300MPa ， 许 用 拉 应 力 [c]=170MPa 。 试 校 核 接头 的 强度 。 


кй 


习题 3.23 图 习题 3.24 图 


325 ”如 习题 3.25 图 所 示 ， 车 床 的 传动 光 杆 装 有 安全 联 轴 器 ， 当 超过 一 定 载荷 时 ， 安 
全 销 即 被 剪断 。 已 知 安全 销 的 平均 直径 为 бот, МЕУ 45 钢 ， 其 剪 切 极限 应 力 
т, =370MPa 。 试 求 安全 联 轴 器 所 能 传递 的 力 偶 矩 M.。 

326 ”如 习题 3.26 图 所 示 机 床 花 键 轴 有 6 个 此 。 轴 与 轮 的 配合 长 度 1 = 6Smm ， 传 递 的 
УРЕ М, = 3kN.m 。 轮 与 轴 的 许 用 挤 压 应 力 [cu]=140MPa ， 试 校 核 花 键 轴 的 挤 压 


强度 。 
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习题 3.25 图 习题 3.26 图 
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【本 章 学 习 重 点 】 

本 章 重点 学 习 梁 在 载荷 作用 下 内 力 的 求解 方法 ， 绘 制 剪 力图 和 训 矩 图 。 
【本 章 学 习 目 标 】 

依据 梁 的 计算 简 图 ， 进 行 梁 的 受 力 分 析 ， 确 定 约束 反 力 。 

熟练 利用 截面 法 求 粱 中 各 横 截面 上 的 剪 力 、 索 天 

ЖЛЕ. BEZA, ДЛЕ ARREA. 
ЛЕЖЕ, ЛЪЖА Z a| 66 X АЛ ЖЕР, ЛАЖ 
633) Bl Ae ЕЁ]. 

o 4A ENRERE ER. 

° 采用 截面 法 ， 能 列 出 简单 刚 架 和 曲 杆 的 内 力 方程 ， 作 相应 的 内 力图 。 


41 ”弯曲 的 概念 及 梁 的 计算 简 图 


4.1.1 弯曲 的 概念 


杆 件 承受 垂直 其 轴线 的 外 力 或 位 于 其 轴线 所 在 平面 的 力 偶 时 ， 杆 件 轴线 将 变 弯 成 曲 
线 ， 这 种 受 力 与 变形 形式 称 为 弯曲 。 例 如 ， 在 日 常生 活 中 用 来 抬 物体 的 杆 件 ( 见 图 4.1(a)) 在 
物体 重力 (横向 力 ) 作 用 下 变 弯 ;健身 用 的 臂力 器 ( 见 图 4.1(c]) 在 臂力 ( 力 偶 ) 作 用 下 变 弯 。 在 
工程 中 ， 受 弯曲 的 构件 很 多 ， 如 桥梁 ( 见 图 4.1(b))、 桥 式 起 重 机 的 钢 梁 ( 见 图 4.1(d))、 火 车 
轮轴 ( 见 图 4.1(e)) 和 车 刀 刀 杆 ( 见 图 4.1G) 等 ， 它 们 都 在 垂直 于 构件 轴线 的 载荷 作用 下 ， 构 
件 轴线 由 原来 的 直线 变 为 曲线 ， 产 生 了 弯曲 变形 。 工 程 上 习惯 将 承受 弯曲 变形 的 杆 件 称 
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@ 
图 4.1( 续 ) 


工程 中 常见 的 梁 ， 其 模 截面 都 有 一 根 对 称 轴 ， 整 根 梁 有 一 个 包含 轴线 的 纵向 对 称 面 ， 
若 梁 上 所 有 的 横向 力 或 力 偶 均 作用 在 纵向 对 称 面 内 时 ( 见 图 4.2)， 弯 曲 变 形 后 的 轴线 也 将 是 
一 条 位 于 此 对 称 面 的 曲线 ， 这 种 弯曲 称 为 对 称 弯曲 。 若 梁 不 具有 纵向 对 称 面 ， 或 者 横向 力 
或 力 偶 不 作用 于 纵向 对 称 面 内 ， 这 种 弯曲 称 为 非 对 称 弯曲 。 本 章 及 后 述 两 章 中 讨论 粱 弯曲 
时 的 内 力 、 应 力 和 变形 ， 都 是 对 称 弯曲 的 情形 。 


4.2 


4.12， 梁 的 计算 简 图 


工程 中 梁 的 支 座 和 载荷 有 多 种 情况 ， 必 须 将 支 座 和 载荷 作 一 些 合理 的 简化 ， 得 出 计算 
简 图 ， 方 便于 分 析 计 算 。 梁 在 计算 简 图 中 通常 用 梁 的 轴线 表示 。 


1. 载荷 类 型 


载荷 经 简化 后 可 分 为 以 下 3 种 类 型 。 

(1) 集中 载荷 。 作 用 范围 很 小 (相对 于 弯曲 构件 )， 如 图 4.1a)、(d)、(e)、(G 中 的 载荷 
所 示 ， 常 用 下 表示 ， 单 位 为 N 或 KN o 

(2) 分 布 载荷 。 沿 梁 轴 线 的 某 段 上 连续 分 布 的 横向 力 ， 如 图 4.1(c) 中 的 载荷 所 示 。 分 
布 载荷 的 大 小 用 载荷 集 度 q RR q 的 单位 为 Nm。 如 9 是 常量 ， 称 为 均 布 载荷 。 

(3) 集中 力 偶 。 作 用 在 纵向 对 称 面 内 的 外 力 偶 ， 如 图 4.1(b) 中 的 载荷 所 示 。 常 用 Me。 表 
示 ， 单 位 为 Nm。 


2. 支 座 的 基本 形式 


梁 的 支 座 根据 其 对 梁 的 约束 方式 不 同 ， 通 常 可 简化 为 以 下 3 种 形式 。 
(1) 固定 端 支 座 。 这 种 支 座 使 梁 的 端 截面 既 不 能 移动 也 不 能 转动 。 固 定 端 支 座 的 简化 
形式 和 3 个 支 反 力 如 图 4.3(a) 所 示 。 
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ЕАПУ ЛУ ARE 4.3(b) 所 示 。 
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支 座 和 相应 的 一 个 支 反 力 如 图 4.3(c) 所 示 。 
人 ©) 


图 4.3 
梁 的 支 座 简 化 为 哪 种 形式 要 视 支 座 对 梁 的 约束 情况 而 定 ， 图 4.4(a) 中 杆 件 (工件 ) 在 三 扑 
卡 盘 中 因 接 触 长 度 较 大 而 简化 为 固定 端 支 座 ;在 图 4.4(b) 中 ， 由 于 杆 件 与 三 爪 卡 盘 接 触 长 
度 较 小 而 简化 为 固定 锐 支 座 。 


三 爪 卡 盘 
工件 


44 
3. 静 定 梁 的 基本 形式 


梁 上 的 载荷 和 约束 力 构成 了 一 个 平面 任意 力 系 ， 可 列 出 3 个 静 力 平衡 方程 。 如 梁 上 约 
束 力 数目 为 3 个 ， 则 约束 力 可 由 静 力 平衡 方程 求 出 ， 这 种 梁 称 为 静 定 梁 。 工 程 上 常见 的 静 
定 梁 有 如 图 4.5 所 示 的 3 种 基本 形式 。 


图 4.5 
(1) 简 支 梁 。 梁 的 一 端 为 固定 铵 支 座 ， 另 一 端 为 可 动 铵 支 座 。 工 程 中 ， 图 4.(с). (d) 
иш 
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可 简化 为 简 支 梁 。 
D 悬臂 梁 。 梁 的 一 端 为 固定 端 支 座 ， 另 一 端 为 自由 端 。 图 4.1(9 可 简化 为 悬臂 梁 。 
(з) 外 伸 梁 。 梁 的 一 端 或 两 端 伸 出 支 座 外 。 图 4.1(e) 可 简化 为 外 伸 梁 。 


42 ЛЖ 
为 计算 梁 的 应 力 和 变形 ， 应 先 求 出 梁 在 外 力作 用 下 任 一 横 截 面 上 的 内 力 。 当 作用 在 梁 


上 的 全 部 外 力 ( 载 荷 和 支 反 力 ) 均 已 知 时 ， 截 面 法 仍 是 求 弯曲 内 力 最 基本 的 方法 。 
图 4.6(a) 所 示 的 简 支 梁 承 受 集中 力 五 的 作用 ， 由 静 力 学 平衡 方程 可 求 得 支 反 力 为 


Fy =F, Fs = ТЕ 


图 4.6 
欲求 得 与 截面 4 的 距离 为 x 的 m—m 截面 上 的 内 力 ， 用 截面 法 沿 横 截 面 m—m 假想 地 
将 梁 截 分 为 两 部 分 ， 可 取 梁 的 左 段 分 析 ( 见 图 4.6(b))。 该 段 梁 上 作用 有 外 力 F, ， 为 保持 粱 
段 的 平衡 ， 梁 段 横 截 面 m—m 上 必 有 一 作用 线 与 F, 平行 且 方向 相反 的 内 力 ， 该 内 力 称 为 前 
№, НЕ бк. Ш, HH F, УУ Fa 的 作用 线 相距 x， 形 成 了 一 个 力 偶 。 因 此 ， 横 截 
面 m—m 上 还 必 有 一 与 其 相 平衡 的 内 力 偶 ， 该 内 力 偶 矩 称 为 弯 矩 ， 用 М 表示 。 通 常 在 列 力 
偶 矩 平衡 方程 时 ， 取 横 截 面 m 一 m 的 形 心 C 作为 矩 心 ， 则 由 平衡 方程 
ХЕ-0, Е, -Е, = 0 
УМ, =0, М-Ех-0 


(4.1) 
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如 取 右 段 梁 分 析 ( 见 图 4.6(c))， 可 列 平衡 方程 为 
ХЕ-0, F.— F + Fs = 0 
Ум, =0, Е,(-х)-М-Е(а-х)-0 
H Li yer e 998 71 Е, . Ж M 与 式 (4.1) 完 全 相同 。 但 图 4.6(b) 与 图 4.6(c) 中 的 
Bj JJ F,. SE М 的 方向 相反 。 为 了 使 同一 截面 的 内 力 在 左右 梁 段 分 析 中 能 保持 数值 和 符 
号 上 的 一 致 ， 将 剪 力 和 弯 矩 的 正 负 号 规定 如 下 : 在 所 取 横 截面 的 内 侧 截 取 微 段 ， 凡 是 微 段 
产生 顺 时 针 转 动 趋势 的 前 力 为 正 ( 见 图 4.7(a))， 反 之 为 负 ( 见 图 4.7(b)); 弯曲 变形 后 使 微 段 
向 下 凸 ， 即 该 段 下 半 部 分 纵向 受 拉 时 ， 该 弯 矩 为 正 ( 见 图 4.7(c))， 反 之 为 负 ( 见 图 4.7(d))。 
根据 此 规定 ， 图 4.7(a)、 图 4.7(e) 所 示 的 剪 力 和 弯 矩 皆 为 正 。 


Ф 
и Е Е Е; 
ы | 
25. 


( 受 拉 ) 
(с) (4) 


图 47 
BJ 4.1 图 4.8(a) 所 示 为 钢板 轧机 的 示意 图 ， 图 4.8Cb) 是 钢板 轧机 下 轧辊 受 弯曲 变形 的 
计算 简 图 已 知 9 = 12500kN/m 。 试 求 下 轧辊 C 截面 和 中 间 截 面 上 的 前 力 和 弯 矩 。 
解 : (1) 求 支 反 力 。 
由 于 载荷 为 对 称 载荷 ， 故 有 
Е-Е- 0.8х4 0.8х12500 
2 2 


(2) 下 轧辊 横 截 面 C 上 的 剪 力 和 弯 矩 。 
取 横 截面 С 左 侧 梁 段 分 析 ( 见 图 4.8(c))， 列 平衡 方程 
УЕ, =0, = =0 
УМ,=0, М,-Е,х043-0 


KN = 5000kN 


Е, = Е, =5000kN 
М, = Е, x 0.43 = 5000 x 0.43 = 2150(КЇЧ т) 
(3) е Гарат ЕВ 77 т 


取 中 间 横 截面 左 侧 梁 段 分 析 ( 见 图 4.8(d))， 列 平衡 方程 
Х5-9. Е,-4х04-Е,=0 


7з [A 


2 
ХМ,-0. M,-F,x083+qx -0 


解 得 
Е,-Е,-4х04-5000-12500х0.4-0 
2 


М, =F, х0.83-9х = =5000x0.83—12500x == = 3150(kN-m) 


轧辊 


F, 4 


Е, 
830-400 Е |) м, 


@ 
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用 截面 法 可 求 出 梁 指 定 截 面 上 的 内 力 。 但 一 般 情 况 下 ， 梁 横 截 面 上 的 剪 力 和 弯 矩 是 随 
截面 位 置 不 同 而 变化 的 ， 因 此 ， 要 知道 前 力 和 弯 矩 沿 梁 轴 线 的 变化 情况 ， 截 面 法 已 不 再 适 
用 。 可 以 在 梁 上 建立 一 个 直角 坐标 系 ， 取 梁 的 左 端 为 坐标 原点 ， 梁 的 轴线 为 x 轴 (x 值 代表 
横 截 面 沿 轴线 的 位 置 )， 以 横 截面 上 的 剪 力 或 弯 矩 为 纵 坐 标 。 此 时 ， 可 将 梁 横 截 面 上 的 剪 力 
或 弯 矩 表示 为 横 坐标 x 的 函数 ， 即 


F, = F,G) 
M = М(х) 


та 


жав өйел 


上 述 两 个 函数 式 分 别称 为 剪 力 方程 和 弯 甜 方程 。 

由 于 梁 上 外 力 的 作用 ， 有 时 不 同 的 梁 段 上 所 建立 的 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 是 不 同 的 ， 此 
时 要 根据 外 力 情况 分 段 列 剪 力 方程 和 弯 算 方程 。 具体 方 法 后 述 。 

与 绘制 轴 力 图 或 扭矩 图 类 似 ， 也 可 以 用 图 线 来 表示 梁 各 横 截面 上 的 剪 力 天 和 弯 答 MM 
沿 轴线 的 变化 情况 。 绘 图 时 以 平行 梁 轴 线 的 横 坐 标 x 表示 横 截 面 位 置 ， 以 纵 坐标 表示 相应 
截面 上 的 前 力 值 和 弯 和 矩 值 。 这 种 图 线 分 别称 为 前 力图 和 弯 矩 图 。 绘 制 前 力图 和 弯 矩 图 时 ， 
一 般 须 求 出 具有 相同 内 力 方程 梁 段 的 两 端 内 力 (或 M )， 其 他 截面 上 的 内 力 可 由 剪 力 方程 
或 弯 矩 方程 来 连 线 ， 也 可 用 后 述 的 作 图 规律 连 线 。 

应 用 前 力图 和 弯 矩 图 可 以 确定 粱 上 的 最 大 前 力 和 最 大 弯 矩 以 及 所 在 截面 的 位 置 ， 为 校 
核 梁 的 强度 提供 依据 。 

例 4.2 如 图 4.9(a) 所 示 的 简 支 梁 ， 在 全 梁 上 受 集 度 为 4 的 均 布 载荷 作用 。 试 作 梁 的 前 
JAASER. 


Ж: (1) 计算 支 反 力 。 
由 于 载荷 及 支 反 力 均 对 称 于 梁 的 中 点 ， 因 此 ， 两 支 反 力 相等 ， 由 平衡 方程 > =0 有 


41 
Қ-сы 


о) HHIH SEH. 
取 距 左 端 (坐标 原点 ) 为 x 的 任意 横 截 面 ( 见 图 4.9(a))， 由 截面 法 可 得 剪 力 方程 和 弯 矩 方 


кей 


„№ 材料 力学 


程 为 
ЕО) Е, -ga (0 <х </) (а) 


Моў=Ех-фх.®=%® 87 (0<x<D (b) 
需要 说 明 的 是 ， 剪 力 方 程 中 x 的 取 值 不 能 取 x = 0 和 x= 1， 因 为 在 集中 力 ( 支 反 力 ) 作 用 
点 x=0 和 x=7 ЖУ Е, ЛЕН. 
(3) EWJ, SER. 
由 式 (a) 可 知 ， 剪 力图 在 0 <x <1 范围 内 是 斜 直线 ， 只 要 确定 两 点 即 可 作出 前 力图 。 
Ш{Ех =0° Ж, F, = 2. 在 *= 太 处 ， = - £, 绘 出 前 力图 如 图 4.9(b) 所 示 。 
由 式 (b) 可 知 ， 弯 矩 图 在 0 志 x 志 1 范围 内 是 一 条 二 次 抛物 线 ， 因 此 至 少 需 确定 3 个 点 


(ix = o, м=0: x=1 处， M=0; х=1%, м-% ， 才 能 绘 出 图 4.9(e) 所 示 的 


SER. 
ЭЖА Kes EERME, TERO х ЖЗ, J 
dM(x) 41 
--------4х-0 
dx 2 
2 
BERTA, ERREN х= b. SEA MKI М, -4-, ， 而 此 横 截 面 上 
Е-0. 
14.3 如 图 4.10(a) 所 示 的 简 支 梁 ， 在 梁 C 点 处 受 集中 载荷 作用 。 试 作 梁 的 前 力图 
жар. 


ШЕШ 


第 4 章 -a 
ж. п) HHE, 


НЕНЛЕУЕ-0. УМ, =00 AHALA 
ғ-2ғ. p = SF 
(2) HHHH SENE. 
由 于 在 梁 截 面 С ЖН ЖЛ) Е (ЕН, ШЯ, ЖЕЛЕ РАО АРУ, М2 ЖЕЖ 
ЖЕН. ERHI АС Ez. СВ ROIN ЕЖ Н y E, 


WT АСА, ЖЕЖ УЕЗ 
Fb 


RoT (0<х</) (а) 
мо) Ех? (0<х<а) (» 
对 于 CB Et, "ПЖ ЕРЕН, ҢІЛ ИЕ 2 ЭУ 
қоз--ШІ <х<) © 
м@=®,@-%)=7=@-»9 (0<x<a) (d) 


(3) EWIE, SER. 

Н>Ж(а). RCA, # АС Бі. СВ 段 的 前 力图 分 别 为 平行 于 x 轴 的 直线 ( 见 图 
4.10(b))。 

HRO ROTA, АС В. СВ 段 的 弯 矩 图 分 别 为 一 条 斜 直线 ( 见 图 4.10(c))。 

从 前 力图 中 可 以 看 出 ， 在 5<a 的 情况 下 ， 最 大 前 力 出 现在 АС В, Б.қ - 在 集 
中 力 五 作用 处 剪 力 值 有 突变 ， 变 化 值 为 集中 力 F. 

从 弯 矩 图 中 可 以 看 出 ， 在 集中 力 F 作用 处 弯 矩 出 现 极 大 值 ( 此 图 为 最 大 值 )， 

Fab 


M max == 且 图 形 出 现 尖 角 。 

例 44 如 图 4.11(a) 所 示 的 简 支 梁 ， 在 梁 C 点 处 受 矩 为 M。 的 集中 力 偶 作 用 。 试 作 梁 
的 前 力图 和 弯 矩 图 。 

解 : (1) 计算 支 反 力 。 

НЕ УЕ, =0. УМ, =0 可 计算 出 两 支 反 力 为 

F, = Fp = x= 

D HHHH SEH. 

因 在 梁 С 处 受 集中 力 偶 MM。 作 用 ， 故 需 分 АС. CB PARIY HENSEN E. 


АС: F(x) = (0<х<<а) (а) 
МО) Ех (0=х<а) (b) 
CB Ë: F(x) = (а<х<1) (с) 


ий 
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MF -= (а<х <D (4) 


图 4.11 


(з) ТЕЛЕ. SER. 


由 式 (8)、 式 (可知 ， 整 个 梁 的 前 力图 是 一 条 平行 于 


x 轴 的 直线 ， 如 图 4.11(b) 所 示 。 由 


AO) AOA, ACR CB 段 的 弯 矩 图 分 别 为 一 条 斜 直线 ， 如 图 4.11(c) 所 示 。 
ЖЕ На Н, E b>a 的 情况 下 ， 最 大 弯 矩 出 现在 集中 力 偶 M。 作 用 处 的 右 


М, саем, = - МЫ), ， 在 集中 力 偶 作 用 处 左 、 


值 为 集中 力 偶 矩 M.。 
由 以 上 各 例 所 作 前 力图 、 索 矩 图 可 归纳 出 以 下 作 


右 两 截面 上 的 弯 矩 值 有 突变 ， 变 化 


图 规律 。 


а) 梁 上 有 集中 力 、 集 中 力 偶 、 分 布 载荷 的 起 点 和 
弯 矩 方程 的 段 点 。 剪 力图 和 弯 矩 图 要 分 段 绘制 。 


终点 处 ， 构 成 了 分 段 列 剪 力 方程 和 


(2) 在 梁 上 集中 力 F 作用 处 ， 剪 力 值 有 突变 ， 变 化 值 为 集中 力 FY， 对 应 截面 上 弯 算 图 


形成 一 个 尖 角 ; 在 梁 上 集中 力 偶 作 用 处 ， 弯 和 矩 图 有 突变 


， 变 化 值 为 集中 力 偶 矩 M. 。 


44 载荷 集 度 、 剪 力 和 弯 矩 间 的 微分 关系 及 其 应 用 


4.4.1 RERE ЭН БІН Ж 
如 图 4.12(a) 所 示 的 梁 上 作用 有 各 类 载荷 ， 其 中 任意 分 布 载荷 的 载荷 集 度 为 x 的 连续 函 


数 ， 即 
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q=q(x) 


并 规定 q(x) 向 上 (与 ? 轴 方 向 一 致 为 正 。 在 距离 原点 O 为 x 处 梁 中 取出 长 为 dx 的 微 段 ， 放 
大 后 如 图 4.12(b) 所 示 。 设 坐标 为 x 处 横 截面 上 的 前 力 和 弯 矩 分 别 为 天 (Ca) Ma, ， 则 在 坐 
标 为 x + dx МАШ ЕМ Т ПА Е(х)-аЕ(х). М(х)-аМ(х). (ЖЕСЕ ЕО 
分 布 载荷 视 为 均 布 载荷 ， 于 是 ， 由 微 段 梁 的 平衡 方程 了 瓦 =0、》 Me=0 有 

Ех) -[F.(a) + d.(x)] + q(x)dx = 0 


—М(х)+[М (a) + dM (х)]— F(x)dx — «дак. 0 


4(Ә 


ili 


- ШШ 
с) 
Е(х)ғақ (x) 
(а) Фф) 
4.12 
省 略 二 阶 无 穷 小 项 g(xjdx. 空 ， 整 理 后 得 
а. өз 
2—1 = Е(х) (4.3) 
将 式 (4.3) 对 x 求 导数 ， 并 利用 式 (4.2) 又 可 得 
Фм) dm g(x) (4.4) 


dx? dx 

式 (4.2) 一 式 (4.4) 就 是 载荷 集 度 g(x) HHE 418998 М(х) 之 间 的 微分 关系 式 。 

式 (4.2) 一 式 (4.4) 的 几何 意义 分 别 为 : 前 力图 上 某 点 处 切线 的 斜率 等 于 该 点 处 载荷 集 度 
的 大 小 ; 弯 矩 图 上 某 点 处 切线 的 斜率 等 于 该 点 处 前 力 的 大 小 ; ENEE) 0 Ж, ЖО 
极 值 ， 载 荷 集 度 的 正 负 反 映 出 弯 矩 图 的 四 向 。 

应 用 上 述 微分 关系 的 几何 特征 ， 结 合 上 节 归 纳 的 前 力图 和 弯 和 矩 图 作 图 规律 ， 可 检验 所 
作 剪 力图 和 弯 矩 图 的 正确 性 ， 或 直接 用 来 作 前 力图 和 弯 矩 图 。 表 4.1 所 列 为 几 种 载荷 情况 
下 对 应 的 前 力图 和 弯 矩 图 的 主要 特征 。 


Жал 几 种 载荷 下 前 力图 和 弯 矩 图 的 特征 


ШЕНІ? 


在 C 处 无 变化 前 力 等 于 0 处 


н йен PHH к 
Е 
БЕ ë ` 
特征 
x 
向 5 2 % 尖 在 C 处 有 突变 Ера 
五 = 0 截面 


А 


或 
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ЯРА, 3280253 2 [НИИ ЭЕ Z УТЕЕГІСЕЕЕРІЛІГУУДА 
MAENE, АПИ ЕРКЫН НИК. ЖЕЛЕР ГК. 

а) 根据 梁 受 外 力 情况 对 其 进行 分 段 。 集 中 力 、 集 中 力 偶 、 分 布 载荷 的 起 点 和 终点 处 
都 是 梁 段 之 间 的 交界 点 ， 梁 段 交界 点 处 的 横 截 面 可 称 为 分 段 截 面 。 

O 应 用 蕉 面 法 确定 各 分 段 蕉 面 上 剪 力 和 弯 甜 的 数值 。 在 集中 力 处 的 分 段 蕉 面 左 、 石 
两 侧 的 剪 力 是 不 同 的 ， 应 分 别 计算 ， 在 集中 力 偶 处 的 分 段 截面 左 、 右 两 侧 的 弯 矩 是 不 同 
的 ， 也 应 分 别 计算 。 

O 建立 -x 和 M- 坐标 系 ， 将 分 段 截面 上 的 前 力 值 和 这 和 矩 值 标 在 坐标 系 中 得 到 若 
干 相应 的 点 。 

(4) SRR 4.1 中 前 力图 和 弯 矩 图 的 几何 特征 判断 图 形 形 状 且 将 各 点 连 线 ， 即 得 到 所 
需 的 前 力图 和 村 矩 图 。 对 于 灾 和 矩 图 中 有 极 值 点 的 抛物 线 ， 还 须 用 截面 法 求 出 到 = 0 处 所 在 
截面 的 弯 矩 值 。 

下 面 通过 实例 说 明 作 剪 力图 和 弯 答 图 的 简易 方法 。 

例 45 如 图 4.13(a) 所 示 ， 一 简 支 梁 受 集 度 为 9= 100kN/m 的 均 布 载荷 作用 。 试 作 梁 
的 前 力图 和 棍 矩 图 。 

解 : (1) 计算 支 反 力 。 

由 载荷 及 支 反 力 的 对 称 性 ， 可 得 支 反 力 下 Е, У 


Е, = Е, =Lx100x1.6kN =80kN 
2 


(2) а ВИЦЕ Ж ЖЕП 118847 (8 25 B о 
根据 梁 所 受 外 力 情况 ， 可 分 3 Вее ЛЕН, JBATI А. C. D. Ва 


个 截面 ( 见 图 4.13(a))。 各 分 段 截 面 的 剪 力 和 弯 矩 如 下 。 
А 截面 Fs = 80kN ， М,-0 
С ПШ: "вО, Me =F,x0.2=80kNx0.2m=16kN-m 
р: es =—80kN Mp = F; x0.2 = 80kN x 0.2m =16kN -m 
BRT: — F,,=-80kN М,-0 


ӨТЕСЕ 


У 
Жав SAAN a 
ӨШІРУЛІ Сат 853 Н) ха 


АС, DBR: ӨЛЕР, SERINE. 


CD В: 88718591 КЇЧ, “БЕРЧ FIMA, ИЛ НИМ. B 
KEHEE Е, =0 所 在 截面 (E 截面 )， 其 值 为 


Ms =M... =Е,х1-901-02) =80kNxlm— 7 >x0.8°kN-m = 48kN-m 


图 4.13 


(4) ЖЕ-х 和 Mx 坐标 系 中 分 别 确定 各 分 段 截 面 上 的 剪 力 值 和 弯 矩 值 ， 连 线 得 到 
图 4.13(b) 所 示 的 前 力图、 图 4.13(с)тл Їй ЕЧ. 
例 4.6 一 外 伸 梁 及 所 受 载荷 如 图 4.14(a) 所 示 。 试 作 梁 的 前 力图 和 弯 和 矩 图 。 
解 : (1) 计算 支 反 力 。 
由 平衡 方程 了 丸 =0、》M,=0 计 算出 两 支 反 力 为 
F,=3kN ， Е, =1KN 
(2) EDRR Ж НАШ ЕЗУ ИН ЯТ АН. 


ЛЕШ У A С. В. ра 个 截面 ( 见 图 4.14(a))。 各 分 段 截面 的 剪 力 和 弯 矩 
如 下 。 


A 截面 : Еш-Е,-ЗЮМ, М,-0 
С: Ес = Е, 9х4 =3КҸ 2х 403 = —5kN 


Mog -Е,х4-4 4 =3kNx4m- 2 PKN.m= А 
М =F,x4-2x2 +M, =3kNx4m- 2 kN:m+10kN.m = 6kN-m 
ВШ: — F.,z=F.,-qx4=3kN-2x4kN =-5kN 


Fs = FE, —qx4+F,=3kN-2x4kN+7kN =2kN 
M,=—-Fx2=—-2x2kN-m=—4kN-m 


ЕШ 


© 


图 4.14 
(3) 绘 前 力图 和 弯 矩 图 。 
fE Fox ЯЙ М-х 坐标 系 中 分 别 确定 各 分 段 截面 上 的 前 力 值 和 弯 矩 值 ， 连 线 得 到 图 4.14(b) 


所 示 的 剪 力图; ЖҰ ЗЕН, ІМ АС 梁 段 上 为 均 布 载荷 ， 弯 算 图 为 向 下 目的 抛物 线 ， 弯 
矩 在 已 =0 所 在 截面 (E 截面 ) 出 现 极 值 。 设 E 截面 距离 梁 左 端 为 x， 由 前 力图 上 的 比例 关 


求 得 
x=1.5m 
ERSE 
M, =F =3Nx1 Sm—3x2x1.FKN-m=2.25KN.m 


求 得 E 截 面 的 弯 矩 值 后 ， 连 线 得 到 如 图 4.14(c) 所 示 的 弯 矩 图 。 


45 用 叠加 原理 作 梁 的 弯 和 矩 图 


当 梁 在 载荷 作用 下 为 微小 变形 时 ， 在 求 梁 的 支 反 力 、 前 力 和 弯 矩 时 所 得 的 结果 ， 均 与 
梁 上 的 载荷 呈 线 性 关系 。 因 此 ， 当 梁 上 有 几 个 载荷 同时 作用 时 ， 某 一 横 截 面 上 的 内 力 就 等 
于 在 各 个 载荷 单独 作用 下 同一 横 截面 上 内 力 的 代数 和 。 这 一 普遍 性 原理 称 为 又 加 原理 。 例 
如 ， 图 4.15(a) 中 ， 简 支 梁 受 集中 载荷 和 均 布 载荷 q 共同 作用 下 ， 梁 任 一 横 截 面 上 剪 力 和 
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弯 矩 ， 可 通过 梁 受 均 布 载荷 4 EA КІН 22 ЖІ ИЕ ( ЯН 4.15(b)) 与 梁 受 集中 载荷 下 作用 BD 
下 的 剪 力 和 弯 矩 ( 见 图 4.15(c)) 043 Ж 


(a) ® © 
814.15 

ИЖЕ РАНИ yi: Qy Era l; @р ВСА А ВЦ, HRS 
和 矩 图 与 曲线 弯 矩 图 登 加 后 是 曲线 ，@@ 确 定 分 段 截面 上 的 弯 和 矩 后 连 线 。 

例 4.7 ”一 外 伸 粱 及 所 受 载荷 如 图 4.16(a) 左 图 所 示 。 试 利用 有 登 加 原理 作 梁 的 弯 矩 图 。 

Ж. 先 将 梁 上 载荷 分 解 为 每 个 单独 作用 载荷 ， 分 别 作出 只 有 集中 力 ЕТЕНЕ 
( 见 图 4.16(b) 右 图 ) 和 只 有 均 布 载荷 q 作用 的 弯 矩 图 ( 见 图 4.16(c) 右 图 )。 显 然 ， 在 梁 BD E 
只 有 均 布 载荷 q ESE, Жа E AB 梁 分 AC. CB ARAM, НАЛ РЕ ЕЛ 
为 直线 ，3 个 分 段 截面 的 弯 矩 分 别 为 M4 = 0, Мс =10-4=6kKN:m， М =-8kN-m, 
连 线 得 到 图 4.16(a) 右 图 所 示 弯 矩 图 。 


M/kN-m 
10kN 4kN/m 6 
^ „Т < 一 
@ x ° 
2/ 27777 ' 8 
м/кв | 


® 
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由 上 述 例题 可 以 看 出 ， 要 利用 码 加 原理 作 弯 矩 图 ， 首 先 要 能 熟练 地 作出 静 定 梁 在 单一 
REMEH ЕЕЕ. 


46 平面 刚 架 和 曲 杆 的 弯曲 内 力 


平面 刚 架 是 由 同一 平面 内 、 不 同 取向 的 杆 件 ， 通 过 杆 端 相互 刚性 连接 而 形成 的 构件 。 
工程 中 的 平面 刚 架 构件 有 刚 架 连 杆 ( 见 图 4.17(a))、 排 椅 支 架 ( 见 图 4.17(b))、 候 车 棚 刚 架 ( 见 
图 4.17(e) 等 。 平 面 刚 架 中 杆 与 杆 的 连接 是 刚性 连接 ， 在 受 力 后 其 相对 位 置 保持 不 变 (忽略 
ЖЕЕ» ИРАНЫН ӨЫ. КИЛШЕНЕ, BR шылы 
h НЕЕ. БИЕ, РАТ КУ РА 77 9 603 99 718, SERME. 


(а) (b) (с) 


图 4.17 


平面 曲 杆 是 其 轴线 为 一 平面 曲线 的 构件 。 如 棘 轮 结构 中 的 棘 爪 ( 见 图 4.18(a))、 桥 梁 结 
构 中 的 拱 ( 见 图 4.18(b)) 等 。 平 面 曲 杆 的 内 力也 有 剪 力 、 弯 矩 和 轴 力 。 


吊 杆 拱 


(a) @) 
图 4.18 
平面 刚 架 和 平面 曲 杆 的 内 力 符号 与 前 面 章 节 一 致 。 在 绘制 轴 力 图 和 前 力图 时 ， 可 画 在 
构件 轴线 的 任 一 侧 (通常 情况 下 在 水 平方 向 正 值 内 力 仍 在 上 侧 )， 但 必须 注 明 正 负 号 。 弯 矩 
图 画 在 杆 件 轴线 的 受 压 一 侧 ， 弯 和 矩 图 中 不 再 标注 正 、 负 号 。 
下 面 举例 说 明 平 面 刚 架 和 平面 曲 杆 内 力图 的 绘制 方法 。 
例 4.8 如 图 4.19(a) 所 示 刚 架 下 端 固定 ， 在 其 轴线 平面 内 集中 载荷 FEA, WE 
刚 架 的 内 力图 。 
解 : 计算 刚 架 内 力 时 ， 一 般 应 先 求 出 支 反 力 。 本 刚 架 一 端 为 自由 端 ， 若 取 包含 自由 端 
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部 分 为 研究 对 象 ， 就 可 不 求 支 反 力 。 根 据 刚 架 受 外 力 情况 ， 刚 架 内 力图 分 成 两 段 绘 制 。 分 


别 列 出 各 段 的 内 力 方程 如 下 。 
CB В: F(x)=0 
EWA 
М(х)=-Ех(0<х<&а) 
ва Bt: Бб) =-Е 
Е(5)=Е, 


М(х) = -Қа-Ех(0<5 <1) 
根据 各 杆 段 的 内 力 方程 ， 刚 架 的 轴 力 图 、 剪 力图 和 弯 抵 图 分 别 如 图 4490). (с). (4) 
所 示 。 


五 一 Қа 
| A 

Г] 5 

= є 

É 

~) 

КЕ 

= 

FA = ЕА м 
= Ба+Р, 
(а) (b) (с) (9 
4.19 


14.9 图 4.20(a) 所 示 平 面 曲 杆 为 一 端 固定 的 1⁄4 АК, З r, 5221 ЕЧЕН. ЗЕ 
此 曲 杆 的 内 力图 。 
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解 : 对 于 曲 杆 ， 以 圆心 角 为 o 的 横 截 面 ( 径 向 截面 )m 一 m 将 曲 杆 分 成 两 部 分 ( 见 
图 4.200), W т—т 截面 右 端 部 分 作为 研究 对 象 ， 将 作用 其 上 的 所 有 力 分 别 投影 到 т-т 
截面 的 切线 和 法 线 方向 ， 算 心 取 在 m—m 蕉 面 的 形 心 。 由 静 力 平衡 方程 有 
Қ)--Қ--Езпф 
Қ)--Е-Есовф 
M(ọ)=-—Frsing 
ВЖ ру е, PARAE HRAS ШІН 4.20(с). (а). (R. 
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弯曲 的 受 力 特 征 是 杆 件 承受 垂直 其 轴线 的 外 力 或 位 于 其 轴线 所 在 平面 的 力 偶 。 其 变形 
特征 是 杆 件 轴线 将 变 弯 成 曲线 。 梁 上 所 有 的 横向 力 或 力 偶 均 作用 在 纵向 对 称 面 内 的 弯曲 称 
为 对 称 弯曲 。 对 称 弯曲 中 弯曲 变形 后 的 轴线 将 是 一 条 位 于 该 对 称 面 内 的 曲线 。 

梁 的 支 座 有 3 种 形式 ， 固定 端 支 座 ， 存 在 3 个 支 反 力 ; MERLE, FE 3 个 支 反 
H: "ГӘ, RKA 1 个 支 反 力 。 梁 上 的 载荷 可 简化 为 集中 力 、 分 布 载 荷 和 集中 力 偶 ， 
工程 上 常见 的 静 定 梁 有 3 种 基本 形式 : 简 支 梁 、 甚 辟 梁 、 外 伸 梁 。 

当 梁 上 有 几 个 载荷 同时 作用 时 ， 可 采用 有 登 加 原理 来 作 剪 力图 和 弯 矩 图 。 即 某 一 横 截 面 
上 的 内 力 就 等 于 在 各 个 载荷 单独 作用 下 同一 横 截 面 上 内 力 的 代数 和 。 

平面 刚 架 、 平 面 曲 杆 的 内 力也 有 前 力 、 弯 和 矩 和 轴 力 。 在 绘制 其 轴 力 图 和 前 力图 时 ， 可 
画 在 构件 轴线 的 任 一 侧 ， 但 必须 注 明 正 负 号 。 弯 和 矩 图 画 在 杆 件 轴线 的 受 压 一 侧 ， 弯 矩 图 中 
不 再 标注 正 、 负 号 。 


习 题 
41 试 求 习题 41 图 所 示 各 梁 中 截面 1—1, 2-2 上 的 剪 力 和 弯 和 矩 ， 截 面 无 限 接近 于 
ШС. р. 
M. = qa° 
可 2 
ниш А 
| „ст, 
2, q=10kN/m AP 
1 Р 
200 | 200 | 200 а | č a É 


习题 4.1 图 
42 试 写 出 习题 4.2 图 所 示 各 梁 的 剪 力 方程 和 弯 甜 方程 ， 并 作 剪 力图 和 弯 算 图 。 


人 ae | 
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习题 4.2 图 


43 如 习题 43 图 所 示 ， 试 利用 载荷 集 度 、 剪 力 和 弯 和 矩 间 的 微分 关系 作 下 列 各 梁 的 前 
JAASER. 


а 


12kN-m 4kN/m 


4kN/m | 8КҸ 4kNm 
А D 
С В 
7, ” 
2m 


2m 2m 


® 0 
习题 4.3 图 ( 续 ) 
44 试 作 习题 4.4 图 所 示 具 有 中 间 贸 的 梁 的 前 力图 和 弯 和 矩 图 。 


2kN/m 


С D 
A 
2m 4 2m | 


В E| 


[- зт |. 23 


® 
习题 44 图 

45 ” 试 根据 载荷 集 度 、 剪 力 和 弯 和 矩 间 的 微分 关系 指出 习题 4.5 图 所 示 甬 力图 和 弯 算 图 
中 的 错误 。 

4.6 已 知 梁 的 前 力图 如 习题 4.6 图 所 示 ， 且 梁 上 未 作用 有 集中 载荷 。 试 作 梁 的 弯 矩 图 
和 载荷 图 。 
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习题 45 图 
а ЖЕШ 
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(а) 


к/к 
2 
Mo 
A || 
Im 2 
(© (4) 
习题 4.6 


47 已 知 梁 的 弯 矩 图 如 习题 4.7 图 所 示 ， 试 作 梁 的 前 力图 和 载荷 图 。 


习题 4.7 图 
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48 ”试用 又 加 法 作出 习题 4.8 图 所 示 各 梁 的 弯 矩 图 。 


习题 4.8 图 
49 试 选 择 适 当 的 方法 ， 作 出 习题 4.9 图 所 示 各 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 。 


习题 4.9 图 


410 长 度 相 同 、 承 受 同 样 的 均 布 载荷 q 作用 的 梁 ， 有 如 习题 4.10 图 所 示 的 4 种 支承 
方式 ， 如 果 要 使 梁 上 的 最 大 弯 矩 最 小 ， 试 确定 最 合理 的 支承 方式 ， 并 说 明理 由 。 


习题 4.10 图 


ТЕСЕ 


411 试 作出 习题 4.11 图 所 示 刚 架 的 内 力图 。 
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习题 4.11 图 
412 圆 弧 形 曲 杆 受 力 如 习题 412 图 所 示 ， 已 知 


圆 弧 半径 为 R。 试 写 出 各 曲 杆 的 轴 


、 剪 力 和 弯 矩 的 方程 ， 并 作出 曲 杆 的 轴 力图 、 前 力图 和 弯 矩 图 。 


习题 4.12 图 


ЕШ 
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【本 章 学 习 重 点 】 
本 章 主要 学 习 梁 弯曲 时 横 截面 上 的 正 应 力 和 切 应 力 及 其 强度 条 件 。 研 究 提 高 梁 弯 曲 强 
度 的 措施 。 

【本 章 学 习 目 标 】 

o 掌握 梁 谊 曲 时 横 截 面 上 的 正 应 力 分 布 规律 ， 熟 记 撼 形 截面 、 圆 截面 的 惯性 矩 和 遍 
曲 截 面 系数 并 能 计算 横 截 面 内 任意 点 的 正 应 力 和 最 大 正 应 力 。 

° 根据 正 应 力 强度 条 件 ， 进 行 强度 校 核 、 截 面 设计 和 许可 载荷 的 计算 。 

@ 掌握 梁 这 曲 时 横 截 面 上 的 正 应 力 分 布 规律 ， 计 算 横 截面 内 任意 点 的 切 应 力 和 最 大 
切 应 力 。 在 一 些 特定 情况 下 进行 切 应 力 强度 校 核 。 

° 熟悉 提高 梁 的 承载 能 力 、 合 理 设计 弯曲 梁 常用 的 措施 。 


5.1 弯曲 时 梁 横 截面 上 的 正 应 力 


5.1.1 纯 弯 曲 和 横 力 弯曲 的 概念 


我 们 知道 ， 平 面 弯 曲 时 梁 的 横 截 面 上 一 般 存在 两 个 内 力 分 量 ， 即 前 力 和 灾 矩 。 但 也 有 
的 弯曲 在 梁 的 横 截 面 上 只 有 弯 矩 一 个 内 力 分 量 ， 如 图 51 中 几 种 梁 受 弯曲 时 ， 梁 上 АВ 段 
壹 矩 为 常量 ， 剪 力 等 于 零 ， 则 该 段 梁 上 的 弯曲 称 为 纯 弯 曲 。 而 在 图 510) (OHH СА. 
BD RRE, ТТТ ТТТ ИІЛЕ ТТІ. 
横 力 弯曲 。 
由 静 力学 可 知 ， 索 矩 M 是 横 截 面 上 法 向 分 布 内 力 系 组 成 的 合力 偶 矩 ， 而 前 力 严 是 横 堆 
面 上 切 向 分 布 的 内 力 系 组 成 的 合力 。 因 此 ， 梁 横 截 面 上 的 正 应 力 只 与 弯 矩 M 相关， 而 梁 横 
截面 的 切 应 力 只 与 剪 力 下 相关 。 由 此 可 知 ， 纯 过 曲 中 ， 梁 横 截 面 内 只 有 正 应 力 而 无 切 应 
J: 而 横 力 弯曲 中 既 有 正 应 力也 有 切 应 力 。 因 此 ， 在 分 析 梁 横 截 面 上 正 应 力 时 先 从 纯 弯 


曲 开 始 。 
M. M. z M. 
А В А ? 
"meim. шшш: 
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图 5.1 
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512 ” 纯 弯 曲 时 梁 横 截面 上 的 正 应 力 
1. 纯 弯曲 试验 与 平面 假设 


如 果 用 容易 产生 变形 的 材料 如 橡胶 、 海 绵 等 ， 制 成 矩形 截面 梁 的 模型 。 在 试验 前 ， 在 
和 矩形 梁 的 侧面 画 上 纵向 线 a5、cq， 并 作出 与 纵向 线 垂直 的 横向 线 1 一 1、2 一 2， 如 图 5.2(а) 
所 示 。 试 验 中 在 梁 的 两 端 施加 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 的 力 偶 ， 使 之 产生 纯 弯 曲 ， 可 观察 
到 图 5.2(b) 所 示 的 变形 。 

а) 各 纵向 线 变 成 圆 弧 线 ， 变 形 后 靠 底层 的 纵向 线 ao 必 伸 长 ， 靠 顶层 的 纵向 线 ed' 
缩短 。 

(2) 各 横向 线 变形 后 仍 为 直线 ， 横 向 线 1 一 1 、2' 一 2' 仍 与 纵向 线 a'b'、c'q' 正 交 且 相 
对 转 过 了 一 个 角度 。 


图 5.2 
根据 上 述 试 验 现象 ， 对 梁 的 纯 弯 曲 中 的 变形 和 梁 内 应 力 提 出 以 下 假设 : 梁 变 形 后 ， 其 


оз 加 
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横 截 面 仍 保持 为 平面 ， 且 仍 垂直 于 变形 后 的 梁 轴线 ， 这 称 为 弯曲 平面 假设 ， 如 设想 梁 由 许 
多 的 纵向 纤维 所 组 成 ， 纤 维 伸 长 时 受 拉 应 力 ， 纤 维 缩短 时 受 压 应 力 ， 纤 维 之 间 不 存在 正 应 
力 ， 这 称 为 单 向 应 力 假设 。 

从 纯 弯 曲 变形 中 还 可 以 看 到 ， 底 层 纤 维 的 伸 长 逐渐 变 为 顶层 纤维 的 缩短 ， 在 伸 长 区 和 
缩短 区 之 间 必 有 一 层 既 不 伸 长 也 不 缩短 的 纤维 层 ， 这 一 纤维 层 称 为 中 性 层 ， 如 图 5.3 所 
示 。 中 性 层 与 横 截 面 的 交 线 称 为 中 性 轴 。 


2. 纯 弯曲 变形 的 应 变 分 布 

如 图 5.4(a) 所 示 ， 在 受 纯 弯 曲 的 梁 段 上 ， 用 相 邻 两 个 横 截 面 1—1, 2-2 截取 长 度 为 dx 
的 微 段 ， 并 以 梁 横 截面 沿 高 度 方向 的 对 称 轴 为 》 轴 ( 设 向 下 为 正 )， 沿 梁 的 轴线 方向 取 为 x 
轴 ， 两 轴 坐 标 原点 取 在 中 性 轴 上 。 现 分 析 微 段 上 与 中 性 层 距离 为 y 的 那 一 层 的 纵向 线 
应 变 。 

设 微 段 变形 前 中 性 层 长 度 OO; ， 与 中 性 层 距离 为 y 的 那 一 层 长 度 为 ap， 显 然 
O,O;=ab, БЕЗ ЯН M 后 ， 根 据 弯曲 平面 假设 ， 变 形 后 的 两 相 邻 模 截 面 仍 为 平面 ， 只 是 
绕 各 自 的 中 性 轴 转 动 ， 产 生 了 相对 转角 dg ， 如 图 5.4(b) 所 示 。 中 性 层 长 度 010, 由 直线 变 
为 圆 弧 线 OO' , 


0) © 


图 5.4 
其 曲率 半径 为 p ; 与 中 性 层 距离 为 y 的 那 一 层 长 度 ab 由 直线 变 为 圆 弧 线 ab' ， 曲 率 半 
径 为 P + 》 。 该 层 纤维 的 纵向 线 应 变 为 


4 
жож SHEH a 
аъ аһ Ж аъ 0,0, _(0+у)й0-р:10 у =н 


G.) 


g= 


ab 00, р-49 р 
由 式 (5.1) 可 知 ， 梁 上 各 层 纤 维 的 线 应 变 与 该 层 至 中 性 层 的 距离 y 成 正比 。 
3. 纯 弯 曲 变形 的 应 力 分 布 
由 纯 弯 曲 单 向 应 力 假设 ， 梁 上 各 层 纤维 都 为 单 向 拉 伸 或 压缩 。 当 应 力 不 超 过 材料 的 比 
例 极限 时 遵循 胡 克 定律 ， 则 正 应 力 沿 横 截 面 高 度 分 布 的 数学 式 为 
с = Ez = ЕЎ. (52) 
р 
可 见 ， 在 横 截 面 上 任意 点 的 弯曲 正 应 力 与 该 点 至 中 性 轴 的 距离 》 成 正比。 弯曲 正 应 力 
沿 横 截 面 高 度 呈 线性 分 布 ， 如 图 5.4(c) 所 示 。 
4. 纯 弯 曲 变形 的 中 性 轴 位 置 和 正 应 力 计 算 
如 图 5.5(a) 所 示 ， 在 弯曲 梁 的 横 截面 上 建立 一 空间 坐标 系 ， 取 中 性 轴 为 2 轴 。 由 上 述 
正 应 力 分 布 可 知 ， 在 横 截面 上 由 正 应 力 形成 无 数 个 法 向 微 内 力 od4 ， 这 些微 内 力 组 成 了 x 
方向 的 空间 平行 力 系 。 这 一 空间 力 系 可 简化 为 3 个 内 力 分 量 ( 见 图 5.5(b))， 即 
F.= [ cd4， м, = | тоғы, М, = | yoda 
纯 弯曲 中 只 有 一 个 外 力 M.， 它 与 3 个 内 力 分 量 构成 空间 平衡 力 系 ， 平 衡 方程 为 
XF=0, F=f cd4=0 (5.3) 
Ум, =0, м, =| :о44-0 (5.4) 
Ум, =0, м,-м,-| yod4-M,=0 
因 纯 弯 曲 中 M =M.， 故 有 


M= Т: усаА (5.5) 
将 式 (5.2) 代 入 式 以 式 (5.3) 一 式 (5.53)， 可 得 


ойл== [ yd4=0 (5.6) 
A P А 
Е 
zod4d= 二 | yzd4 = (5.7) 
|; = r. =0 


Ез 2, 
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M= f yoda =j ya (5.8) 


ERGON, Е- 常量 = 0, ШІН уйл=5,=0, БИШІ = 轴 的 静 矩 等 于 


零 。 由 附录 АЛ ms. = 轴 必 须 通 过 截面 形 心 。 这 一 结论 确定 了 平面 弯曲 中 中 性 轴 的 位 
置 ， 中 性 轴 = 轴 通 过 截面 形 心 。 
同 理 ， 在 式 (5.7) 中 ， 必 须 有 | уса, =0, I, 为 截面 对 y 轴 和 = 轴 的 惯性 积 。 由 附 
录 A.2 可 知 ， 由 于 y 轴 是 横 截面 的 对 称 轴 ， 了 ,。= 0. 

| yd4 = 工 为 模 截面 对 = 轴 ( 中 性 轴 ) 的 惯性 矩 ， 式 (5.8) 可 变 为 


2..8 5.9 
т (5.9) 
таны аа аа 
称 为 弯曲 刚度 。 
将 式 (5.9) 代 入 式 (5.2)， 得 到 纯 弯 曲 时 梁 横 截面 上 正 应 力 的 计算 公式 为 
My 


= (5.10) 


式 中 ， 的 单位 为 m* 。 由 附录 А2 对 于 高 为 ny、 宽 为 的 矩形 截面 ， 


Т = ; 对 于 直径 为 4 的 圆 截面 ， 工 = ; 对 于 型 钢 截 面 ，7, 可 从 附录 B 型 钢 表 中 
кт, 
5. 最 大 弯曲 正 应 力 
由 式 (5.10) 可 知 ， 弯 曲 时 横 截 面 上 离 中 性 轴 最 远 的 各 点 处 正 应 力 值 最 大 。 最 大 弯曲 正 应 
力 为 
сых = Мыз 61) 


如 果 中 性 轴 = ARRA, ЕЈ. ARR JER TESEH, H 
最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 数值 相等 。 可 令 式 (5.11D) 中 


W, = — (5.12) 
Ушах 
则 有 
M 
--- 5.13 
“== = 613 


Жер, m 为 过 曲 截面 系数 (na)， 其 值 只 与 截面 的 形状 和 尺寸 有 关 。 对 于 高 为 内 宽 为 5 的 
жіті w, =H, ATAA dm: W-E. 
АЗЕ РЕНО ЧЕ КЕНЧ ТИТ, an TERTIA 5.6(a))， 则 其 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 


应 力 的 数值 不 相等 ( 见 图 5.6(b))， 应 分 别 以 横 截面 上 受 拉 和 受 压 部 分 距 中 性 轴 最 远 的 距离 
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amas У 直接 代入 式 (5.10) 进 行 计算 。 < 


图 5.6 


5.1.3 ” 横 力 弯曲 时 梁 模 截面 上 的 正 应 力 


工程 中 常见 的 弯曲 问题 多 为 横 力 弯曲 。 当 梁 上 有 横向 力作 用 时 ， 梁 的 横 截 面 上 不 仅 有 
正 应 力 ， 还 有 切 应 力 。 由 于 切 应 力 的 存在 ， 梁 的 横 截面 将 产生 狙 曲 。 此 外 ， 横 向 力 还 会 引 
起 纤维 层 之 间 形 成 一 定 的 挤 压 应 力 。 因 此 ， 梁 在 纯 弯 曲 时 所 做 的 平面 假设 和 单 向 应 力 假设 
均 不 能 成 立 。 然 而 ， 弹 性 理论 的 分 析 结 果 表 明 ， 在 均 布 载荷 作用 下 的 矩形 截面 简 支 梁 ， 当 
梁 跨 度 与 横 截 面 高 度 之 比 />5 时 ， 横 截面 上 的 最 大 正 应 力 按 纯 弯 曲 时 的 式 (5.11) 来 计算 ， 
其 误差 不 超过 19%。 对 于 其 他 横 力 弯曲 的 梁 ， 所 得 结果 的 误差 虽然 略 偏 大 ， 但 能 够 满足 工 
程 问题 所 需要 的 精度 要 求 ， 且 梁 的 跨 高 比 1/h 越 大 ， 其 误差 越 小 。 

根据 上 述 结论 ， 式 (5.10) 仍 可 作为 横 力 弯曲 时 的 正 应 力 计 算 公式 ， 但 由 于 弯 矩 不 再 为 常 
ш, APSE МАНІН МАЕ ЕЙГЕ М(х) 代替 ， 即 


— 0r (5.14) 
横 力 弯曲 时 ， 梁 的 最 大 正 应 力 为 
= Mammes 5.15 
as І, (5.15) 
横 截 面 为 对 称 形 状 的 梁 ， 其 最 大 正 应 力 可 表示 为 
с = Е (5.16) 


BJ 5.1 承受 均 布 载荷 的 简 支 梁 如 图 5.7 所 示 。 已 知 : RRE, EE E 
hh=30mm， 宽 度 b=20mm; 梁 的 跨度 1=450mm ; 均 布 载荷 集 度 g =10kN/mm 。 试 求 梁 最 
大 弯 和 矩 截面 上 1、2 两 点 处 的 正 应 力 。 

解 : (1) 确定 最 大 弯 矩 截面 及 最 大 弯 丐 值 。 

在 梁 跨 中 点 处 横 截 面 上 弯 矩 值 最 大 ， 其 弯 矩 值 为 

а? _ 10x10 x(450x10°)} 
M. == 8 
(2) 计算 横 截 面 对 中 性 轴 的 惯性 矩 。 
对 于 矩形 截面 ， 对 中 性 轴 = 的 惯性 矩 为 


N-m=235N-m 


ЮА 2, 
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3 -3 3\3 
Ы? 20х10 (30х10) a 


= =4.5x10 sm’ 
12 12 
q 
A B 
| А Ë | Ж 
图 5.7 


(3) 计算 最 大 弯 矩 截面 上 1、2 两 点 的 正 应 力 。 
1、2 两 点 到 中 性 轴 的 距离 分 别 为 
y, =h/4=30x10°m/4=7.5x10°m 
y, =h/2=30x10°m/2=15x10°m 
因 梁 受 正 弯 矩 ， 可 以 确定 出 1 点 受 拉 应 力 ，2 点 受 压 应 力 。 由 式 (5.14)，1、2 两 点 的 正 


应 力 分 别 为 
5 з 
с(1)= Мал 235750 pa-=422xl05Pa=42.2MPa (ED 
А 45х10 
a " 
o (2) =н» _ 2351510 pa -843x10 Pa =84.3MPa (Ж) 
І 4.5x10 


例 5.2 如 图 5.8(a) 所 示 T 形 截 面 的 简 支 梁 ， 在 中 点 作用 有 集中 力 F=32kN ， 梁 的 跨 
度 1=2m，T 形 截面 尺寸 见 图 $5.8@b)。 试 求 最 大 弯 矩 截面 上 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 


5.8 


解 : (1) ЖЕБЕ ЖЫЛ SEH. 
在 梁 跨 中 点 САМАН ЕЖ, HEEN 
FI 32х10°х2 
M = 一 = 二 一 一 
ВЕ 4 
(2) 确定 中 性 轴 的 位 置 。 
T 形 截面 只 有 一 根 对 称 轴 y 轴 ， 中 性 轴 必 通过 截面 形 心 并 垂直 于 y 轴 。 根 据 形 心 坐标 


ӨТЕСЕ 


М-т-16х10%Х- 
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公式 (参见 附录 A.1 中 式 (A.5(a)) 及 图 5.8(b) 所 示 尺寸 ， 中 性 轴 的 位 置 yc 为 
_ 150x50x25+50x200x(200/2+50) 
Y= 150x50+50x200 
(3) ARRA ТЕН ЕТЕ. 
根据 附录 A.3 中 的 平行 移 轴 公 式 ( 式 А.12(Ъ)), ЖИН ЕН ИЯ КЕН 1,29 


Š 3 2 3 
21592507 -— шш 18050 964-27) mmt Ше, mm’ 


+50х 200x (150 —96.4)2mm* 


mm = 96.411 


1, 


=1.02x10°(mm’)=1.02x10*m’ 


(4) 确定 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 所 在 层面 至 中 性 轴 的 距离 。 
由 图 5.8(b) 所 示 截 面 尺 寸 ， 可 以 确定 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 所 在 层面 至 中 性 轴 的 距 
离 为 


У.х = (200 +50 —96.4)mmM =153.6mm 
Ух = 96.4mm 
(5) ЯА ВИТ Eñ ЧУ РИ NIR KP, 


由 式 (5.14) 可 得 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 为 
Mi _ 16х10? х96.4х10° 


„шшш _ 16х10 x96 4x10 pa 15.12x10°Pa =15.12MP 
ШЕГІ 102107 ° Kasi a 
M 3 -3 
с. - masan 16х10 x153.6x10 Pa _ 24.09x105Pa =24.09MPa 
1, 102х10 


5.2 ”弯曲 时 梁 横 截面 上 的 切 应 力 


梁 在 横 力 弯曲 时 ， 横 截面 上 同时 存在 弯曲 正 应 力 和 弯曲 切 应 力 。 弯 曲 正 应 力 已 在 5.1 
节 中 研究 过 ， 现 在 来 介绍 几 种 常见 截面 梁 的 弯曲 切 应 力 计算 公式 。 


5.21 和 撼 形 梁 横 截面 上 的 切 应 力 


关于 矩形 截面 梁 弯 曲 切 应 力 的 分 布 情况 ， 通 常 采用 以 下 两 条 基本 假设 。 

中 ，” 横 截面 上 各 点 处 的 切 应 力 均 平行 于 侧 边 ， 且 与 该 截面 上 剪 力 方向 一 致 。 

© 切 应 力 沿 截面 宽度 均匀 分 布 ， 即 距 中 性 轴 等 距离 各 点 处 的 切 应 力 相等 。 

弹性 力学 表明 ， 对 于 高 度 大 于 宽度 的 矩形 截面 粱 ， 以 上 两 条 假设 是 足够 准确 的 。 在 这 
两 条 假设 的 前 提 下 ， 切 应 力 的 研究 大 为 简化 ， 仅 通过 静 力 平衡 条 件 即 可 导出 切 应 力 公 式 。 

如 图 5.9(a) 所 示 ， 一 宽度 为 »、 高 度 为 h B h > b 的 矩形 截面 梁 ， 在 梁 的 纵向 对 称 面 
内 承受 任意 载荷 作用 而 使 梁 发 生 横 力 弯曲 。 首 先 用 相距 dx 的 两 个 横 截面 m 一 m 和 nn 一 n 从 
梁 中 截取 一 微 段 。 该 微 段 左 、 右 侧 模 截面 上 分 别 作 用 有 内 力 M、M+dM、 环 ， 其 正 应 力 和 
切 应 力 如 图 5.9(b) 所 示 ， 正 应 力 的 分 布 规律 已 经 知道 ， 但 切 应 力 的 分 布 规律 尚 不 得 而 知 。 
为 求 得 距 中 性 层 距离 为 y 处 横 截 面 上 的 切 应 力 z ， 在 该 处 假设 用 纵 截面 efe 所 将 微 段 的 下 


ЕШ 
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部 切 出 ( 见 图 5.9(b))。 由 切 应 力 互 等 定理 可 知 ， 纵 截面 efe, 有 上 存在 切 应 力 r*， 且 t= 
KE, REMET Mr 也 随 之 确定 。 


图 5.9 
如 图 5.10(a) 所 示 ， 设 微 段 梁 下 部 模 截面 面积 4' ， 其 左 、 右 侧面 横 截 面 上 分 别 作用 有 
ERMA od. odd, ART efe f, 上 作用 有 无 数 个 微 内 力 rd4， 构 成 了 一 个 x 方 
向 的 平行 力 系 。 力 系 可 简化 为 3 Кел, ШЕ. Қы. ақ, КАН 


(а) (0) 
图 5.10 
х. = Јал |, м = тб 
=Í gile fe ТЕТІН меши айг Камус, 
І. І, 


тета thdx 
将 上 述 三 式 代 入 平衡 方程 ， 即 

УК =0, Кү-К„+ак| =0 
经 整理 后 得 


ТЕ 


a S 
dr Ib 
же i А м. ж АМ 4 
а Е, ERY 


тоо | 


жож жы? ў 


FS: a 
PEER 
Ib 
AF, ҚОРЫН КІМІ: Т, 为 横 截面 对 中 性 轴 的 惯性 矩 ，2 为 矩形 截面 的 宽度 ; ，s: 为 
横 截 面 上 距 中 性 轴 为 y 的 横 线 以 外 部 分 的 面积 对 中 性 轴 的 静 矩 。 式 (5.17) 即 为 矩形 截面 梁 的 
弯曲 切 应 力 计算 公式 。 
式 (5.17) 中 的 玉 、I, 和 45 对 某 一 横 截面 而 言 均 为 常量 ， 因 此 横 截 面 上 的 切 应 力 z 的 变化 
规律 由 s* 确 定性 ， 而 s; 的 大 小 与 坐标 y 有关 ， 所 以 zt 随 坐 标 y 而 变化 。 如 图 5.11(a) 所 示 ， 
取 微 面积 d4 =b.dy , ЖУ 


(5.17) 


@) ©) 


图 5.11 


Si 也 可 按 附 录 АЛ 中 式 (A.3) 计 算 ， 即 52 等 于 横 线 以 外 部 分 面积 与 该 面积 形 心 至 中 性 
轴 距 离 的 乘积 。 8: 为 


£. ЛЕГІ уи то о Сее 
i. Әз s s +—>] 
将 静 矩 sS; ИЖ К А. (5.17), EERDER Zt sn] Ей 
Кл 518 
— >) ee 
从 式 (5.18) 中 可 以 看 出 ， 切 应 力 z 沿 截 面 高 度 按 二 次 抛物 线 规律 变化 ， 如 图 5.11(b) 所 
示 。 当 ?= 二 1M2 时 ，r=0， 这 表明 截面 上 、 下 缘 各 点 处 的 切 应 力 等 于 零 ; Чу-01М, 0) 
应 力 为 最 大 值 rmax ， 即 最 大 切 应 力 在 中 性 轴 上 ， Tmax 
ЕР 
Фе 
а 


Ы 、 7 
将 工 = р КА 可 得 


БШ 
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g ЗЕ ЗЕ 
= 2) 2A 
дг, АЯП. пу, ЖЕ ПИЙ ЈА 23 FIAN F.J АЙ 1.5 (й. 


(5.19) 


522 工 字形 截面 梁 
工 字形 截面 是 由 上 、 下 翼 缘 及 中 间 腹 板 组 成 的 ， 腹 板 和 可 缘 上 均 存 在 着 切 应 力 。 
1. 腹 板 上 的 切 应 力 


由 于 腹 板 是 狭长 矩形 ， 完 全 可 以 采用 前 述 关 于 抑 形 截面 梁 的 两 条 假设 。 于 是 可 以 从 式 
(5.17) 直 接 求 得 


ES: 
т= zi (5.20) 
RP КЭШ К 20): а 为 腹 板 厚度 ， 工 为 工 字形 截面 对 中 性 灿 = EE 5: 为 距 
中 性 轴 = 距离 为 y 的 横 线 以 外 部 分 的 横 截面 面积 A" ( 即 图 5.12(a) 中 的 阴影 线 面积 ) 对 中 性 轴 
= 的 静 矩 。 对 于 轧 制 工 字 钢 截面 ， 式 (5.20) 中 的 二/S: ww 可 从 型 钢 表 中 直接 查 得 。 
切 应 力 沿 腹 板 高 度 的 分 布 规律 如 图 5.12(a) 所 示 ， 仍 是 按 抛物 线 规律 分 布 ， 最 大 切 应 力 
ras 仍 发 生 在 截面 的 中 性 轴 上 ， 但 最 大 切 应 力 与 最 小 切 应 力 相差 不 大 。 


(а) (b) (9 
5.12 
2. йа ЕЛЕУ 71 


ЖЖ ЕИ Е ЯК, МЕЖЕ Е ТАЈ JJ X 46 fEgkKFUJ2 77 o 
竖 向 切 应 力 很 小 ( 远 小 于 腹 板 上 的 切 应 力 )， 分 布 情况 又 很 复杂 ， 故 一 般 不 予 考 虑 。 
水 平 切 应 力 通常 假定 沿 翼 缘 厚度 5 均匀 分 布 ， 于 是 可 经 过 与 矩形 截面 梁 切 应 力 公式 相 
似 的 推导 过 程 得 到 
ES 
E (5.21) 


式 中 ， 天 为 模 截面 上 的 剪 力 ;，5 KRAKER: Т. ЭЛИША PEH z REE 5: 20% 


SEA 
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缘 上 和 欲求 应 力 点 到 如 缘 边缘 间 的 面积 А ( 即 图 5.12(b) 中 画 阴 影 线 的 面积 ) 对 中 性 轴 z 的 静 
E. А, s; 是 翼 缘 上 点 的 位 置 坐标 31 的 线性 函数 ， 所 以 五 沿 翼 缘 长 度 方向 呈 线 性 分 布 ， 
如 图 5.12(b) 所 示 。 其 最 大 值 r,, 也 比 腹 板 上 的 最 小 切 应 力 小 得 多 ， 所 以 在 一 般 情 况 下 可 不 
必 计算 。 至 于 水 平 切 应 力 的 方向 ， 当 横 截 面 上 剪 力 尺 方向 竖 直 向 下 时 ， 工 字形 截面 腹 板 和 
翼 缘 上 切 应 力 方向 如 图 5.12(e) 所 示 ， 它 们 组 成 “ 切 应 力 流 ”。 


523 ”其 他 形状 截面 梁 

1. 模 形 截面 梁 

槽 形 截面 梁 腹 板 和 姻缘 上 切 应力 的 计算 公式 与 工 字 形 截面 梁 腹 板 和 姻缘 上 的 切 应 力 计 
算 公式 相同 。“ 切 应 力 流 ” 如 图 5.13(a) 所 示 ( 设 横 截面 上 甬 力 下 方向 竖 直 向 下 )。 最 大 切 应 
力 仍 发 生 在 截面 的 中 性 轴 上 。 

2.T 形 截面 梁 

T 形 截面 可 视 为 由 两 个 狭长 矩形 组 成 ， 下 面 的 狭长 矩形 与 工 字 形 截面 的 腹 板 相似 ， 该 
部 分 上 的 切 应 力 仍 用 式 (5.20) 计 算 。“ 切 应 力 流 ”如 图 5.13(b) 所 示 。 最 大 切 应 力 仍 发 生 在 
截面 的 中 性 轴 上 。 

3. 圆 形 及 薄 壁 环形 截面 梁 

圆 形 与 薄 壁 环形 截面 的 最 大 竖 向 切 应 力也 都 发 生 在 截面 的 中 性 轴 上 ， 并 且 沿 中 性 轴 均 
匀 分 布 ， 其 值 也 可 按 式 (5.17) 计 算 ， 最 终 计算 结果 分 别 为 


2 4) 3m 12 


2 3 
< 人 


с Еб _ Е а: ез 
== Jb C(nd'f60d 4 


对 于 薄 壁 环形 截面 ( >>6), Я 


Е 
- 5.22 
А (5.22) 


L103 [2 
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„= (5.23) 
5 
Жан, ЕЖП 08977: A. АЛЛА ЖШ ЖЗ НЕРДІ ЕНІ. ТП 


和 薄 壁 环形 截面 “ 切 应 力 流 ” 分 别 如 图 5.13(c)、(qd) 所 示 。 


5.3” 梁 的 强度 条 件 


当 梁 的 横 截 面 上 同时 存在 弯 矩 和 剪 力 时 ， 其 上 既 有 正 应 力也 有 切 应 力 。 进 一 步 分 析 可 
知 ， 通 常 横 截 面 上 最 大 正 应 力 处 ， 切 应 力 等 于 零 ， 最 大 弯曲 正 应 力 可 视 为 单 向 拉 ( 压 ) 应 
力 ; 而 模 截 面 上 最 大 切 应 力 处 (中 性 轴 上 各 点 )， 正 应 力 等 于 零 ， 最 大 弯曲 切 应 力 可 视 为 纯 
剪 切 应 力 。 因 此 ， 可 参照 拉 ( 压 ) 正 应 力 强度 条 件 和 扭转 切 应 力 强度 条 件 分 别 建立 梁 的 强度 
条 件 。 


5.3.1 弯曲 正 应 力 强度 条 件 
梁 的 最 大 弯曲 正 应 力 ma 不 得 超过 材料 的 许 用 弯曲 正 应 力 [c]， 弯 曲 正 应 力 强度 条 件 为 
с, -M <[o] (5.24) 
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式 (5.24) 可 用 来 校 核 梁 的 强度 ， 确 定 梁 的 截面 尺寸 或 梁 的 许可 载荷 。 

对 抗 拉 和 抗 压强 度 相等 的 材料 (如 碳 钢 )， 只 要 绝对 值 最 大 的 正 应 力 不 超 过 材料 的 许 用 
弯曲 正 应 力 ( 略 大 于 许 用 拉 应 力 )， 梁 的 强度 就 足够 。 而 对 于 抗 拉 和 抗 压强 度 不 相等 的 材料 
(如 铸铁 )， 则 要 求 梁 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 分 别 不 超过 材料 的 许 用 拉 应 力 和 许 用 压 应 
力 ， 即 


©, EL] ° С, S [es] 
例 53 Ж ШИРЕК ЖЕП J Ч ТЕА $.14(a) 所 示 。 已 知 梁 的 截面 形 心 位 置 ， 
1, =5943x10*m*， 和 铸铁 的 许 用 拉 应 力 [o,]=30MPa ， 许 用 压 应 力 [c.]= 90MPa 。 试 校 核 
梁 的 强度 。 
解 : (1) 绘 弯 矩 图 ， 确 定 危险 截面 。 
SERME 5.14(b) 所 示 ， 最 大 正 弯 矩 在 截面 C 上 ， 有 
Ме =7.5KN.m 


最 大 负 弯 和 矩 在 截面 上 ， 有 
Ms =15kN:m 

(2) 判断 危险 点 。 

对 于 最 大 正 索 矩 的 截面 C， 最 大 拉 应 力 大 于 最 大 压 应 力 ， 梁 的 强度 由 最 大 拉 应 力 控 
|. ЖАХЛ ЕЛЕЙ B， 最 大 压 应 力 大 于 最 大 拉 应 力 ， 其 比值 为 86 : 134， 而 许 用 拉 应 
力 和 许 用 压 应 力 的 比值 为 1 : 3， 故 梁 的 强度 仍 由 最 大 拉 应 力 控制 。 危 险 点 在 截面 C 的 底层 
和 截面 B 的 顶层 。 


s 
EE 


(a) 


图 5.14 
G) 强度 校 核 。 
对 于 截面 C， 有 
Moy, 7.5х10° х134х10° 
ае 1. : — ыш" 88 =16.9x10°Pa =16.9MPa < [o, ] 
XFM В, Я 
Му, 15х10%х86х107 
сы == мын A = 21.7х10°Ра = 21.7МРа < [о, ] 


可 见 ， 梁 满足 强度 条 件 。 

BJ 54 螺栓 压板 夹 紧 装置 如 图 $.15(a) 所 示 。 已 知 板 长 3a =150mm ， 压 板材 料 的 弯曲 
许 用 应 力 [c] =140MPa 。 试 计算 压板 传 给 工件 的 最 大 允许 压 紧 力 下。 

解 : (1) 绘制 力学 简 图 和 弯 算 图 。 
压板 可 简化 为 图 5.15(b) 所 示 的 外 伸 梁 。 弯 和 矩 图 如 图 5.15(c) 所 示 ， 最 大 弯 矩 为 
M... = Му = Еа 
(2) 确定 危险 截面 并 计算 弯曲 截面 系数 。 
压板 夹 紧 装 置 中 最 大 弯 矩 出 现在 截面 B H RI В 的 惯性 矩 最 小 ， 是 最 危险 截面 。 其 
惯性 矩 和 弯曲 截面 系数 为 

4 _ 30x10 х(20х1072)* 14х107 х(20х107) 


m“ =1.07х10 °m° 


š 


12 12 
W. ЖЕ же ы” =1.07х10%т° 
Z Уы 10х10 

(3) 由 弯曲 正 应 力 强度 条 件 确定 最 大 允许 压 紧 力 下。 
由 式 (5.24) 有 

М... <] 
于 是 有 

Fa < W.[o] 
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F< И [с] _1.07х10°х140х10° 
а 50х10? 


压板 传 给 工件 的 最 大 允许 压 紧 力 为 3kN. 


N=3x10 N=3kN 


Fa а |а Фр 
4 s С 
(ы 
Ға 
I аЬ. 
х 
(с) 
图 5.15 


5.3.2 ”弯曲 切 应 力 强度 条 件 


梁 的 最 大 切 应 力 тұл 不 得 超过 材料 的 许 用 切 应 力 [r] ， 弯 曲 切 应 力 强 度 条 件 为 
RS 
бы -=a <[z] (5.25) 

梁 在 载荷 的 作用 下 ， 须 同时 满足 正 应 力 强度 条 件 和 切 应 力 强度 条 件 。 但 对 于 常见 的 细 
a у. el 5 55 жеке 
弯曲 正 应 力 强 度 条 件 下 ， 切 应 力 强 度 条 件 通常 都 能 满足 。 因 此 ， 细 长 梁 的 强度 大 多 由 正 应 
力 控制 ， 不 需 再 按 切 应 力 强度 条 件 进行 强度 校 核 。 只 有 在 下 述 一 些 情况 下 ， 要 进行 梁 的 弯 
曲 切 应 力 强度 校 核 。 

(1) 梁 的 最 大 弯 矩 较 小 ， 而 最 大 剪 力 却 较 大 。 如 梁 的 跨度 不 大 ， 而 横 力 载荷 较 大 ， 有 
较 大 的 载荷 作用 在 支 座 附近 。 

(2) 一 些 焊 接 工 字 梁 ( 非 型 钢 ) 中 ， 如 果 腹 板 设计 太 薄 而 高 度 较 大 ， 其 宽 高 比例 小 于 工 
字 型 钢 的 比值 时 ， 要 对 腹 板 进行 切 应 力 强 度 校 核 。 

(3) 在 梁 的 不 同方 向 上 ， 许 用 切 应 力 [z] 值 相差 较 大 。 例 如 ， 木 材 、 竹 材 等 各 向 异性 
材料 的 梁 ， 弯 曲 时 可 能 由 于 中 性 层 抗 剪 能 力 差 而 导致 沿 中 性 层 破 坏 ; 一 些 由 多 层 材料 经 焊 
接 、 锦 接 或 铵 接 而 成 的 梁 ， 接 合 面 上 的 许 用 切 应 力 比 材料 本 身 的 许 用 切 应 力 小 得 多 。 

在 上 述 情况 下 进行 梁 的 强度 校 核 时 ， 也 是 先 按 正 应 力 强 度 条 件 进行 计算 ， 再 按 切 应 力 
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强度 条 件 进行 校 核 。 


BJ 55 简 支 梁 AB 如 图 5.16(a) 所 示 。1=2m，a=0.2m; 梁 上 载荷 下 =200KN ， 
q=10kN/m; 材料 的 许 用 正 应 力 [c]=150MPa ， 许 用 切 应 力 [r]=100MPa 。 试 选择 适用 
的 工 字 钢 型 号 。 

解 : (1) 计算 支 座 反 力 。 

Fu=Fs=F+gl/2=200+10x2/2=210(kN) 

(2) 绘制 前 力图 和 弯 算 图， 确定 最 大 剪 力 和 最 大 弯 算 。 

前 力图 如 图 5.16(b) 所 示 ， 弯 和 矩 图 如 图 5.16(c) 所 示 。 由 图 可 知 

Fx = 210kN 


M max =45kN:m 


max 


图 5.16 
(3) 按 正 应 力 强度 条 件 选择 工 字 钢 型 号 。 
由 式 (5.24) 有 

М, 45х10 


W >—= -= 
[o] 150х10° 


查 型 钢 表 ， 选 用 22a ТК, ЖР =309сп?. 
(4) 按 切 应 力 强度 条 件 进行 校 核 。 
由 型 钢 表 查 得 22a 工 字 钢 中 -一 =18.9cm ， 腹 板 宽度 g =7.5mm 。 由 式 (5.25) 有 


zmax 


m° =281x10°m’ = 281cm° 


TaS 210х10° 
ты = кошик 一 К Ра =148х10°Ра 
Ld 18.9x102x7.5x10 


=148MPa > [т] =100МРа 
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Тах 超过 [z] 很 多 ， 应 重新 选择 更 大 截面 的 工 字 钢 ， 试 选 25b 工 字 钢 ， 由 型 钢 表 查 得 
i d =10mm 


再 次 进行 切 应 力 强度 校 核 ， 有 
КӨШЕ? Жет уен 210х10° 
сы 14 213х102 10х10 


因此 ， 要 同时 满足 正 应 力 强度 条 件 和 切 应 力 强度 条 件 ， 应 选用 25b 工 字 钢 。 
54 提高 弯曲 强度 的 措施 


一 般 情 况 下 ， 梁 的 强度 是 由 弯曲 正 应 力 控制 的 ， 所 以 弯曲 正 应 力 强 度 条 件 为 


M. 
с. = |с 


Pa =98.6х10°Ра =98.6MPa < [т] 


ШИНО А: ki. ЖАЖА, WORKS {ХРИ Ж 
数 ， 或 局 部 加 强 弯 矩 较 大 的 梁 段 ， 能 降低 梁 的 最 大 正 应 力 ， 从 而 提高 梁 的 承载 能 力 ， 实 现 
既 经 济 又 安全 的 合理 设计 。 
541 Жаа 

1. 合理 配置 载荷 

合理 配置 载荷 ， 可 以 降低 梁 的 最 大 弯 矩 值 。 

图 5.17 所 示 的 3 根 简 支 梁 ， 承 受 相 同 量 的 载荷 ， 因 载荷 的 作用 方式 不 同 ， 最 大 弯 矩 值 
也 不 相同 。 由 此 可 知 ， 载 荷 相同 的 情况 下 ， 分 散 载荷 比 集中 载荷 产生 的 最 大 弯 矩 值 要 小 。 


была ае EE. m. 


“| КЕТ жщ 
x = % 


(a) (b) (с) 
5.17 
TEKERT, ЖЖ АЗИЛ И ӨЙ ЖЖ ЛУ КЕРЕП Н Їй. WEER ЕЛІН) 
梁 ( 见 图 5.18(a))， 可 减 小 最 大 弯 矩 。 图 5.18(b) 所 示 的 齿轮 轴 ， 让 齿轮 尽 可 能 靠近 支 座 ， 所 
产生 的 最 大 弯 矩 比 齿轮 放置 在 中 间 要 小 得 多 。 


图 5.18 
2. 合理 安置 支 座 
合理 设置 支 座 的 位 置 ， 也 可 以 降低 梁 内 的 最 大 弯 算 值 。 例 如 ， 如 图 5.19(a) 所 示 的 梁 ， 
若 将 其 支 座 各 向 内 移动 0.21 ， 如 图 5.19(b) 所 示 ， 则 后 者 的 最 大 弯 矩 值 仅 为 前 者 的 y5 ， 所 
以 ， 后 者 支 座 安置 较为 合理 。 如 图 5.20(a) 所 示 的 龙门 式 起 重 机 的 大 染 、 如 图 5.20(b) 所 示 的 
圆 简 形 容器 等 ， 其 支承 点 略 向 中 间 移 动 ， 可 以 得 到 减 小 最 大 弯 矩 的 效果 。 


(а) (b) 
图 5.19 


(а) ©) 
ІН 5.20 


542 ”选择 合理 的 截面 形状 
增 大 弯曲 截面 系数 可 提高 梁 的 强度 ， 弯 曲 截面 系数 素 的 大 小 与 截面 面积 和 形状 有 关 。 
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分 析 截 面 形状 的 合理 性 ， 就 要 在 截面 面积 相同 的 条 件 下 ， 比 较 不 同形 状 截面 的 琴 值 。 从 强 


БЕЛПШ Ж, И, 值 越 大 的 截面 越 经 济 合理 。 


下 面 是 几 种 常见 形状 截面 在 截面 面积 相同 时 的 丈 - 值 ， 设 矩形 截面 尺寸 h :b=3:2。 
AR 51 中 可 以 看 到 ， 截 面 面 积 相同 时 ， 和 矩形 比方 形 好 ， 方 形 比 圆 形 好 ， 和 抑 形 截面 横 
向 放置 时 到 值 最 小 。 因 此 ， 大 多 数 梁 的 截面 形状 采用 甜 形 且 竖 向 放置 。 


表 5.1 几 种 常见 形状 截面 在 相同 截面 面积 下 的 到 , të 


HA 
= 


可 进一步 分 析 相 同 截面 面积 下 不 同 截面 形状 的 丈 - 值 不 同 的 原因 。 由 于 梁 受 弯曲 时 ， 
横 截 面 上 的 应 力 沿 高 度 方向 线性 分 布 ， 离 中 性 轴 越 远 的 点 上 应 力 值 越 大 ， 离 中 性 轴 越 近 的 


点 上 应 力 值 越 4 


\， 这 样 ， 梁 横 截 面 中 性 轴 附 近 的 材料 没有 充分 发 挥 作 用 。 因 此 ， 为 了 充分 


利用 好 这 部 分 材料 性 能 ， 在 不 破坏 截面 整体 性 的 前 提 下 ， 可 以 将 横 截面 中 性 轴 附 近 的 材料 
移 到 离 中 性 轴 较 远 的 位 置 ， 从 而 形成 “合理 截面 ”。 

图 5.21 所 示 的 矩形 梁 在 不 增 大 截面 积 的 情况 下 变 成 工 字 梁 ， 其 殉 值 进一步 增 大 。 工 
程 中 常 将 受 弯 曲 构件 的 横 截 面 进行 合理 设计 ， 如 工 字 梁 、 桥 梁 中 的 箱 梁 ( 见 图 5.22(a))、 飞 
WRR ELE 5.22(b)) 等 。 


fee s gl 


铸铁 )， 宣 采用 偏 于 受 拉 一 侧 截面 的 形状 ， 如 图 5.23 所 示 的 一 些 截 面 。 


图 5.21 图 5.22 
截面 时 ， 还 应 考虑 材料 的 特性 。 对 于 抗 拉 强 度 低 于 抗 压强 度 的 脆性 材料 (如 
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С.х 


(c) 


图 5.23 


543 ”采用 变 截面 梁 或 等 强度 梁 


在 进行 梁 的 强度 计算 时 ， 是 根据 危险 截面 上 最 大 弯 下 设计 截面 的 。 一 般 情 况 下 ， 其 他 
截面 上 的 弯 矩 都 小 于 最 大 这 和 矩 ， 如 果 采 用 等 截面 梁 ， 对 于 弯 矩 较 小 的 地 方 ， 材 料 没 有 充分 
发 挥 作用 。 因 此 ， 在 弯 矩 较 大 的 地 方 采用 较 大 的 截面 ， 在 弯 矩 较 小 的 地 方 采 用 较 小 的 截 
面 ， 这 种 横 截 面 沿 梁 的 轴线 变化 的 梁 称 为 变 截面 梁 。 例 如 ， 图 5.24(a) 中 的 摇 辟 钻床 采用 了 
变 截面 悬臂 粱 ， 图 5.24(b) 中 传动 轴 通常 做 成 阶梯 形状 的 变 截 面 梁 。 

最 理想 的 变 截面 梁 ， 是 使 梁 的 各 个 截面 上 的 最 大 正 应 力 都 相等 且 等 于 材料 的 许 用 应 
力 ， 这 种 梁 称 为 等 强度 梁 。 设 梁 在 任 一 截面 上 的 弯 矩 为 M(*)， 该 截面 上 的 弯曲 截面 系数 为 
(х) 。 由 等 强度 梁 的 要 求 有 


_ MG) _ 
= W@) 


[с] 


上 式 可 写成 
W(x) -MO (5.26) 
[с] 
式 (5.26) 为 等 强度 梁 各 截面 的 弯曲 截面 系数 更 (x) 沿 梁 轴线 的 变化 规律 。 
现 以 图 5.25(a) 所 示 的 矩形 截面 悬臂 梁 受 集中 力 F 为 例 ， 说 明 等 强度 的 设计 方法 。 设 梁 
的 截面 高 度 不 变 ， 而 宽度 5 为 x 的 函数 ， 即 
b=b(x) (0<x<7) 


图 5.24 


иш 
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由 式 (5.26) 有 
то) ОР мо) _ Fe 
6 [o] [о] 
于 是 
6F 
b(x)= rio] x 


由 上 式 可 以 看 出 ， 截 面 宽度 是 x 的 一 次 函数 ， 该 等 强度 梁 的 形状 如 图 5.25(b) 所 示 。 等 
强度 梁 在 工程 中 也 常常 应 用 ， 如 城市 高 架 桥 所 采用 的 空心 鱼 腹 梁 ( 见 图 5.26) 等 。 


F 
x 
z = 
2 12222 
(а) 


í< 
g7 ` 


O) 
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5.5 ”弯曲 中 心 的 概念 


试验 结果 表明 ， 若 开口 落 壁 截面 染 有 纵向 对 称 面 ， 且 横向 力作 用 于 对 称 面 内 ， 则 梁 只 
可 能 在 纵向 对 称 面 内 发 生平 面 弯曲 ， 不 会 发 生 扭转 。 若 横向 力作 用 面 不 是 纵向 对 称 面 ， 即 
使 是 形 心 主 惯性 平面 ， 如 图 5.27(a) 所 示 ， 梁 除 发 生 弯 曲 变形 外 ， 还 将 发 生 扭转 变形 。 只 有 
当 横向 力 通过 截面 内 某 一 特定 点 4 时 ， 如 图 5.27(b) 所 示 ， 梁 才 只 有 弯曲 而 无 扣 转 变形 。 横 
截面 内 的 这 一 特定 点 4 称 为 截面 的 弯曲 中 心 或 前 切中 心 。 

现 以 模 形 截面 悬 璧 梁 为 例 来 分 析 截面 的 索 曲 中 心 。 如 图 5 28(a) 所 示 ， 若 横向 外 力 严 作 
用 在 形 心 主 惯性 平面 xy 内 时 ， 在 梁 的 任 一 模 截 面 m—n 上 将 产生 弯曲 切 应 力 ， 如 图 5.28(b) 
所 示 ， 与 该 切 应 力 对 应 的 分 布 内 力 将 合成 为 该 截面 上 的 前 力 玉 。 显 然 ， 玉 作用 线 将 与 y 
轴 平 行 ， 并 经 过 = 轴 上 某 一 点 4。 现 从 截面 m—n 截取 一 段 梁 为 研究 对 象 ， 如 图 5.280) 
示 ， 当 外 力 F 与 截面 m—n 上 前 力 严 不 在 同一 个 纵向 平面 内 时 ， 该 段 梁 不 仅 发 生 弯 曲 ， 还 
会 发 生 扭 转 。 若 将 力 F' 沿 = 轴 平 移 至 该 截面 上 的 4 点， 使 与 下 在 同一 纵向 对 称 面 内 ， 
则 该 段 梁 将 只 发 生 弯 曲 ， 而 不 会 发 生 扭转 。 如 果 横向 外 力 F 作用 在 形 心 主 惯性 平面 x= 
内 ， 当 外 力作 用 线 沿 对 称 轴 = 轴 作 用 时 ， 梁 才 会 只 发 生 弯曲 而 不 发 生 扭转 。 此 时 ， 横 截面 
上 的 剪 力 巨 作用 线 必定 与 = 轴 重 合 。 由 此 可 知 ， 梁 在 两 相互 垂直 平面 内 发 生平 面 弯 曲 时 ， 
模 截 面 上 的 相应 前 力 正 (弯曲 切 应 力 对 应 的 分 布 内 力 的 合力 ) 的 交点 А 就 是 截面 т-п 的 过 
曲 中 心 ， 如 点 即 为 自由 端 截 面 的 弯曲 中 心 。 这 一 结论 也 给 出 了 确定 截面 弯曲 中 心 位 置 
的 方法 。 


对 


(а) 
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Z 


图 5.27 


Фф) (с) 
5.28 


- 具 只 有 一 条 对 称 轴 的 截面 ， 其 弯曲 中 心 必 在 截面 的 对 称 轴 上 ， 通 过 确定 其 垂直 于 
对 称 轴 的 前 力作 用 线 求 得 截面 的 弯曲 中 心 : 对 于 有 两 条 对 称 轴 的 截面 ， 则 两 对 称 轴 的 交点 
(截面 形 心 ) 就 是 弯曲 中 心 ， 对 于 角钢 、T 形 等 由 汇 交 于 一 点 的 两 个 狭长 矩形 组 成 的 截面 ， 


前 力作 上 
表 


质 之 一 。 


线 与 狭长 矩形 长 边 壁 厚 中 线 重 合 ， 其 弯曲 中 心 就 是 壁 厚 中 线 的 交点 。 


52 列 出 了 一 些 常 见 截面 的 弯曲 中 心 位 置 。 由 表 中 结果 可 见 ， 弯 曲 中 心 的 位 置 仅 与 
横 截 面 的 几何 特征 有 关 ， 与 外 力 及 材料 均 无 关 。 截 面 的 弯曲 中 心 也 属于 截面 图 形 的 几何 性 


表 5.2 


常见 截面 的 弯曲 中 心 位 置 
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本 章 小 结 


平面 弯曲 有 纯 弯 曲 ( 梁 段 上 各 横 截 面 上 弯 矩 为 常量 ， 剪 力 等 于 零 ) 和 横 力 弯曲 ( 梁 段 上 既 
ASE, AYN). KEREKES HARS ho 

梁 纯 弯曲 中 提出 了 弯曲 平面 假设 、 单 向 应 力 假设 。 梁 上 有 一 层 既 不 伸 长 、 也 不 缩短 的 
年 维 层 称 为 中 性 层 ， 中 性 层 与 横 截 面 的 交 线 称 为 中 性 轴 ， 中 性 轴 = 轴 通 过 截面 形 心 。 
其 他 形状 截面 梁 如 工 字 梁 、 模 形 截面 粱 、T 字形 截面 粱 、 圆 形 与 薄 壁 环形 截面 梁 等 ， 
其 最 大 切 应 力 仍 发 生 在 截面 的 中 性 轴 上 。 切 应 力 方 向 沿 前 力 形成 “ 切 应 力 流 ”。 


мой 


з 


51 将 直径 g=lmnm 的 钢丝 绕 在 直径 为 2m 的 卷 简 上 ， 设 钢丝 弹性 模 量 已 =200MPa 。 
试 计算 钢丝 中 产生 的 最 大 弯曲 正 应 力 。 

52 一 简 支 梁 在 其 纵向 对 称 面 内 受 铅 垂 向 下 的 载荷 作用 而 产生 弯曲 ， 当 梁 具 有 习题 
5.2 图 所 示 各 种 不 同形 状 的 横 截 面 时 ， 试 分 别 绘 出 各 横 截 面 上 的 正 应 力 沿 高 度 变化 的 图 。 


Сакы! 


习题 5.2 图 


53 ”如 习题 5.3 图 所 示 和 矩形 截面 的 悬臂 梁 受 集中 力 和 集中 力 偶 作 用 。 试 求 截面 m—m 
和 固定 端 截面 п-п 上 4、B、C、DD 四 点 处 的 正 应 力 。 


习题 5.3 图 
54 ”我国 宋朝 李 诚 所 著 《 营 造 法 式 》 中 ， 规 定 木 粱 截面 的 高 宽 比 /2=3/12 (见习 题 5.4 


图 )。 试 从 弯曲 强度 的 观点 证 明 : 从 圆 木 锯 出 的 矩形 截面 梁 ， 上 述 尺寸 比例 接近 最 佳 比值 。 

5.5 一 外 径 为 250mm 、 壁 厚 为 10mm、 长 度 1=12m 的 铸铁 水 管 ， 两 端 放 在 支 座 上 ， 
管 中 充 满 着 水 ， 如 习题 5.5 图 所 示 。 铸 铁 的 密度 p, = 7.7x10 kg/m? ， 水 的 密度 p, = 1x103kg/m3 。 
试 求 管内 最 大 拉 、 压 应 力 的 数值 。 
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习题 5.4 图 习题 5.5 图 

56 2708 5.6 图 所 示 由 一 16 号 工 字 钢 制 成 的 简 支 粱 承受 集中 载荷 下 。 在 梁 的 截面 С—С 
处 下 边缘 上 ， 用 应 变 仪 量 得 标 距 s= 20mm 长 度 上 的 纵向 伸 长 量 As = 0.008mm ， 已 知 梁 的 
跨 长 7=1.5m ，a=lm ， 弹 性 模 量 无 =210GPa 。 试 求 力 下 的 大 小 。 

57 切断 刀 在 切割 工件 时 ， 受 到 已 =1kN 的 切削 力作 用 ， 割 刀 尺 寸 如 习题 5.7 图 所 
示 。 试 求 切断 刀 内 的 最 大 弯曲 正 应 力 。 


习题 5.6 图 习题 5.7 图 
$5.8” 试 计算 习题 5.8 图 所 示 和 矩形 简 支 梁 1 一 1 截面 上 a 点 和 九 点 的 正 应 力 和 切 应力 。 


习题 5.8 图 
59 ” 试 计算 习题 5.9 图 所 示 工 字形 梁 截 面 内 的 最 大 弯曲 正 应 力 和 最 大 切 应 力 。 


习题 5.9 图 
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510 ”如 习题 5.10 图 所 示 ， 若 梁 的 截面 为 宽 翼 缘 工 字形 ， 横 截面 上 的 剪 力 为 玉 ， 试 求 
辟 缘 上 平行 于 = 轴 的 切 应力 的 分 布 规律 ， 并 求 最 大 切 应 力 。 

5.11 如 习题 511 图 所 示 ， 若 圆 环形 截面 梁 的 壁 厚 5 远 小 于 平均 半径 1。， 已 知 剪 力 为 
五 ， 试 求 截面 上 的 最 大 切 应 力 。 


习题 5.10 图 习题 5.11 图 


542 ”如 习题 5.12 图 所 示 ， 已 知 梁 横 截 面 上 的 剪 力 方向 向 下 ， 当 截面 为 图 示 各 种 形状 
时 ， 试 分 别 画 出 横 截 面 上 切 应 力 流 的 方向 。 


L III 


习题 5.12 El 
5.13 ”压板 的 尺寸 和 载荷 情况 如 习题 5.13 图 所 示 。 材 料 为 45 $W, с, =380MPa ， 取 
安全 系数 n = 1.7 。 试 校 核 压板 的 强度 。 


20 38 

m 
L a 
ШЕ кеніне 
222 

т 30 
五 =15.4KN 
习题 5.13 图 


5.14 ”如 习题 514 Ртл, АНЕ Р = 280mm ， 跨 长 工 =1000mm , /=1000mm , 
5=1000mm 。 轧 辊 材料 的 许 用 弯曲 应 力 [c]=100MPa 。 试 求 轧辊 能 承受 的 最 大 轧 制 力 。 

5.15 ЖАП АНЫН Уй 5.15 图 所 示 , 已 知 ]=4m,，h:b=3:2,，g=10kN/m， 
[с] =10МРа 。 试 确定 此 梁 横 截面 的 尺寸 。 

516 工 形 截面 铸铁 悬 壁 粱 ， 尺 寸 及 载荷 如 习题 5.16 图 所 示 。 若 截面 对 形 心 轴 zc ЇЙ 
性 矩 工 .=10180x10'mm  ， 态 =96.4mm ， 材 料 的 拉 伸 许 用 应 力 [c,]= 50MPa ， 压 缩 许 


` 


习题 5.16 图 
547 一 铸铁 梁 如 习题 5.17 图 所 示 ， 已 知 材料 的 拉 伸 强度 极限 o, =150MPa ， 压 缩 强 
ЕЕ о, = 630MPa 。 试 求 梁 的 安全 因数 。 


МІ 


аг! 


习题 5.17 图 

5.18 ХИ 518 图 所 示 简 支 梁 由 3 块 截面 为 40mmx90mm 的 木板 胶合 而 成 ， 已 久 

7=3m ， 胶 颖 的 许 用 切 应 力 [z]= 0.SMPa 。 试 按 胶 缝 的 切 应 力 强度 确定 梁 所 能 承受 的 最 大 
载荷 下 。 

549 ”习题 5.19 图 所 示 悬 臂 梁 由 两 块 钢板 组 成 ， 两 钢板 左 端 嵌 固 ， 右 端 用 螺栓 连接 ， 


梁 上 作用 有 均 布 载荷 。 已 知 并 =2m，a=80mm ，2=100mm ，q4=2KNm ， 螺 栓 的 许 用 
UJ [r]=80MPa ， 试 求 螺栓 的 直径 (不 考虑 两 梁 间 的 摩擦 )。 


к 2, 


第 5 章 SHEH © | 
有 应 力 [o.]=160MPa 。 试 计算 梁 的 许可 载荷 。 
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习题 5.18 图 


习题 5.19 图 

520 ”如 习题 5.20 图 所 示 起 重 机 下 的 梁 由 两 根 工 字 钢 组 成 ， 起 重 机 自重 已 = OkN ， 
最 大 起 重量 已 = S0kN 。 钢 的 许 用 正 应 力 [ac]=160MPa ， 许 用 切 应 力 [z] =100MPa 。 试 先 
不 考虑 梁 的 自重 影响 按 正 应 力 强度 条 件 选择 工 字 钢 型 号 ， 然 后 再 考虑 梁 的 自重 影响 进行 强 
度 校 核 。 

521 “ЯШ F 直接 作用 在 跨 长 为 1= бла 的 简 支 梁 АВ 的 中 点 时 ， 梁 内 最 大 正 应 力 超 
过 允许 值 30%。 为 了 消除 此 过 载 现象 ， 拟 配置 如 习题 5.21 图 所 示 的 辅助 梁 CD， 试 求 此 辅 
助 梁 的 最 小 跨 长 a。 


习题 5.20 8 习题 5.21 


5.22 习题 5.22 图 所 示 圆 截面 锥 形 悬 臂 梁 ， 在 自由 端 受 集中 力 F 的 作用 ，4、B 两 端 
截面 直径 分 别 为 4 和 24， 梁 的 长 度 为 1。 求 梁 中 最 大 弯曲 正 应 力 。 
523 ” 试 判断 习题 5.23 图 所 示 各 截面 的 弯曲 中 心 的 大 致 位 置 。 


LHC 


习题 5.22 图 习题 5.23 图 
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【本 章 学 习 重 点 】 
本 章 重 点 学 习 用 积分 法 、 司 加 法 求 梁 的 挠 度 和 转角 。 建 立 梁 的 刚度 条 件 。 通 过 例题 介 
绍 简单 超 静 定 梁 的 解法 。 

【本 章 学 习 目标 】 

o ”掌握 梁 的 挠 度 、 转 角 的 概念 及 其 正 负 号 的 规定 。 

o ”通过 找 曲 线 近 似 微分 方程 ， 会 用 积分 法 求 简单 载荷 下 梁 的 挠 曲线 方程 和 转角 方 
程 、 确 定 积分 常数 、 求 梁 上 指定 横 截 面 挠 度 和 转角 。 

. 利用 已 知 各 单一 载荷 作用 下 的 挠 度 和 转角 结果 ， 会 用 登 加 原理 求 几 种 载荷 同时 作 
用 下 的 挠 度 和 转角 。 

° ”会 确定 粱 的 最 大 挠 度 和 转角 ， 进 行 梁 的 刚度 校 核 。 

ө 了 解 提高 梁 刚度 的 措施 ， 能 求解 简单 梁 的 超 静 定 问 题 。 


6.1 弯曲 变形 的 概念 


工程 中 对 受 弯 杆 件 除 有 强度 要 求 外 ， 还 有 刚度 要 求 ， 即 要 求 杆 件 的 变形 不 能 太 大 。 如 
机 器 中 的 传动 轴 变 形 较 大 时 ， 会 影响 到 轴 与 齿轮 的 咕 合 或 轴承 的 配合 ， 造 成 磨损 加 快 ， 增 
大 机 器 的 振动 和 噪声 ， 帅 车 梁 变形 过 大 ， 将 使 梁 上 小 车 行走 困难 ， 建 筑 物 中 梁 的 变形 太 
大 ， 会 导致 楼 板 开裂 。 因 此 ， 工 程 设计 中 往往 要 求 杆 件 的 变形 不 能 超过 允许 值 。 

图 6.1(a) 中 的 悬臂 梁 和 图 6.1(b) 所 示 的 简 支 梁 在 集中 载荷 F 作用 下 ， 其 轴线 会 变形 成 
曲线 ， 该 曲线 称 为 梁 的 挠 曲线 。 横 截面 形 心 在 垂直 于 轴线 方向 的 线 位 移 称 为 该 截面 的 挠 度 ， 
用 w 表示 。 另 外 ， 在 弯曲 变形 过 程 中 ， 梁 横 截 面 上 任意 点 不 仅 具有 挠 度 ， 同 时 还 伴随 着 旋 
转 。 梁 的 横 截 面 对 其 原来 位 置 转 过 的 角度 ， 称 为 截面 转角 ， 简 称 为 转角 ， 用 2 表示。 挠 度 和 
转角 较 直观 且 便 于 测量 ， 工 程 实际 中 通常 用 挠 度 和 转角 作为 度量 弯曲 变形 的 两 个 基本 量 。 


ө |E Е | Б 
44 B А С B 
w 
á w 2 
(a) ©) 
图 6.1 


62 梁 的 挠 曲线 近似 微分 方程 


求解 梁 挠 度 和 转角 的 主要 方法 是 基于 挠 曲线 微分 方程 以 及 相关 的 一 些 数学 关系 。 考 虑 
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图 6.2 所 示 的 简 支 梁 ， 在 集中 载荷 F 作用 下 ， 梁 轴线 会 变形 成 曲线 。 为 便于 后 续 方程 的 推 
导 ， 以 左 端 固定 贸 链 为 原点 ， 变 形 前 的 梁 轴 线 为 x 轴 ， 垂 直 向 上 方向 为 》 轴 ， 建 立 直角 坐 
ЖА. Ж, ху 平面 为 梁 的 纵向 对 称 面 。 显 然 ， 在 直角 坐标 系 中 ， 挠 度 是 梁 横 截面 位 置 x 
的 函数 ， 挠 曲线 的 一 般 方 程 可 表示 为 


w= /(х) (6.1) 


xt 


62 
根据 平面 假设 ， 弯 曲 变形 前 垂直 于 梁 轴线 (x 轴 ) 的 横 截 面 ， 变 形 后 仍 垂直 于 挠 曲线 。 因 


此 ， 截 面 转角 就 是 x 轴 与 挠 曲线 切线 的 夹 角 。 这 时 ， 转 角 9 可 表示 为 
0=tan0=w = f'(x) (6.2) 
式 (6.2) 称 为 转角 方程 。 由 此 可 见 ， 在 求 得 挠 曲线 方程 后 ， 就 可 以 求 出 转角 方程 ， 从 而 
确定 梁 任 一 截面 的 挠 度 和 转角 。 
挠 度 和 转角 的 符号 规定 如 下 : 在 图 6.3 所 示 的 坐标 系 中 ， 向 上 的 挠 度 和 逆 时 针 方 向 的 
转角 为 正 ， 反 之 为 负 。 
为 求 得 梁 的 挠 曲线 方程 ， 可 利用 纯 弯 曲 中 梁 的 曲率 半径 与 弯 矩 M 之 间 的 关系 
1 M 
Р Е 
上 式 为 梁 在 线 弹 性 范围 内 纯 弯 曲 情况 下 的 曲率 表达 式 。 
在 横 力 弯曲 中 ， 梁 横 截 面 上 有 弯 矩 M(x) . 9927 Ех) 。 试 验 表明 ， 当 梁 的 跨 长 1 大 于 
1 


横 截 面 高 度 10 倍 时 ， 可 忽略 剪 力 五 (x) 对 于 梁 变 形 的 影响 。 则 梁 的 曲率 Өт TA 
1 мо) (63) 
р(х) El ` 
在 高 等 数学 中 ， 平 面 曲 线 (如 挠 曲线 w= f(x) ) 上 任意 一 点 的 曲率 表达 式 为 
Т.а wM (64) 
р(х) (1+)? 
式 (6.4) 代 入 式 (6.3) 得 
下 (6.5) 
(Із ЕГ 
在 小 变形 条 件 下 ， 有 
а MOD) (6.6) 


006.6) ИЕ БӨЛМІ ГЕ АВ ПЕ, 5 M АЕ А НОТ E 
的 正 负 规定 来 确定 。 在 图 6.3 MRRP, MEEMAKEN, ЖЕМЕ у] ЕГП 
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的 曲线 ( 见 图 6.3(a)， 上 四 曲线 的 二 阶 导数 ww" >0, ШӘ ж М(х) 5w 15: Е М(х) 


为 负 时 ， 梁 的 挠 曲线 为 向 下 四 的 曲线 ( 见 图 6.3(b))， 下 四 曲线 的 二 阶 导 数 w" <0, # E 
M(x) 与 w 仍然 同 号 。 因 此 有 


w= (67) 
EI 
уч) M >0 ж») м <0 
Т м” >0 м м" <0 
~ — аны 
м м 
o Ж o > ў 
@) ® 
6.3 


6.3 ”积分 法 求 梁 的 弯曲 变形 


6.2 节 推 导 的 梁 挠 曲线 近似 微分 方程 ， 对 于 等 截面 直 梁 ， 其 弯曲 刚度 ЕТ 为 常量 ， 将 式 
(6.7) 积 分 一 次 ， 可 得 转角 方程 为 


0=w= F [ue c (6.8а) 
或 
Elw = Í М(х)йх+С (6.8b) 
对 式 (6.8) 再 积分 一 次 ， 可 得 挠 曲线 方程 为 
1 
w= [ Í моде йх+Сх+р (6.9а) 
或 ғы-| [[ мов | +Сх+р (6.96) 


式 (6.8)、 式 (6.9) 中 的 两 个 积分 常数 C Яп D 可 根据 约束 条 件 确定 。 约 束 条 件 是 指 梁 支 座 
处 挠 度 和 转角 的 已 知 条 件 。 支 座 的 约束 不 同 ， 约 束 条 件 也 不 同 。3 种 常用 梁 的 约束 条 件 如 
6.4 所 示 。 在 悬臂 梁 中 ， 固 定 端 处 的 找 度 和 截面 转角 均等 于 零 。 对 于 简 支 梁 和 外 仲 梁 ， 
左 、 右 两 个 匀 支 座 处 的 挠 度 均 为 零 。 

若 梁 上 的 载荷 不 连续 ， 则 梁 上 的 弯 矩 方程 须 分 段 列 出 ， 梁 各 段 上 的 挠 曲线 近似 微分 方 
程 不 同 ， 若 梁 分 为 Б. MA 2n 个 积分 常数 。 为 确定 这 些 积分 常数 ， 除 需 利 用 支 座 处 的 
约束 条 件 外 ， 还 需 利用 相 邻 两 段 梁 交界 处 的 位 移 连续 条 件 。 如 图 6.5 所 示 ， 等 直 梁 在 点 C 
受到 集中 载荷 F 作用 后 变形 成 曲线 ， 梁 的 挠 曲线 是 连续 的 ， 这 就 要 求 两 个 不 同 积分 区 域 的 
挠 曲线 在 C 点 处 的 挠 度 必须 相等 ， 转 角 也 必须 相等 ， 即 在 x=a 处 有 


Wa = о, б, = 6ç, 


不 论 是 约束 条 件 还 是 连续 条 件 ， 均 发 生 在 各 段 挠 曲线 的 边界 处 ， 故 统称 为 边界 条 件 。 
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(с) 
图 6.4 
例 6.1 计算 图 6.6 所 示 的 等 截面 悬臂 梁 АВ 的 挠 曲线 方程 ， 并 确定 自 
和 转角 68 。 其 中 梁 的 弯曲 刚度 为 ET， 长度 为 /， 均 布 载 荷 集 度 为 g。 


6.5 


М. () 列 出 梁 的 弯 答 方程 。 梁 任意 横 截 面 上 的 弯 短 为 
му)=-+4@-х)° 

O 求解 转角 方程 和 挠 曲线 方程 。 由 式 (6.7)， 得 挠 曲线 近似 微分 方程 为 
йел» ей 
ЕМ” = сай з) 


积分 后 得 
ЕҺ/-240-ху +С 
21 ум 
Ем = 2444 х) +Сх+р 
НАЕ УК tF 


2-08, эй =й,=й 
x = ӨЛЕ, ыу, ==86 


端的 挠 度 wa 


(a) 


(b) 


第 6 章 SALE а 
ЖА (а). RO) 8 —=' 


ql? 
36 
41% 
7 24. 
HERDER С. РАКА (а). RO) {ЛЕ НГЕ 
Elw = 244- х)? £ 


Ем---14й- ж арха. A 
(3) 计算 自由 端的 挠 度 w(x) ТТІ Өв. па 的 横 坐 标 x = 7 代入 以 上 两 式 得 
Ww- 
=w=- SEI 
Ws =— а 
8ET 


Ө» 为 负 ， 表 示 截 面 B 的 转角 是 顺 时 针 转 向 的 ， ws 为 负 ， 表 示 В 点 的 挠 度 向 下 。 
例 6.2 弯曲 刚度 ЕТ 为 常数 的 简 支 梁 4B， 在 整个 跨度 1 上 受 均 布 载荷 q 作用 ， 如 图 
6.7 R. WORE AB 的 挠 曲线 方程 ， 并 确定 其 最 大 挠 度 wma 和 两 个 支 座 的 转角 0, 和 Өв. 


6.7 


解 : (1) 确定 支 座 的 支 反 力 ， 列 出 梁 的 弯 托 方程 。 梁 的 支 反 力 为 
қ-қ- 
2 
梁 的 弯 矩 方程 为 
мо) = ае =i) 


(2) RAF НЕН Т. i ERRAR.) 6.90) 


Ем” -7 Ж 2 61 +C (a) 
ql 3 1 

ЕМ ==—х ——qx*+Cx+ D ) 

w Da 2 а +Сх (Ы 


由 简 支 梁 的 边界 条 件 
x = 048, w, = 0 
x = ОЖБ, Wwy = 0 
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代入 式 (b)， 解 得 积分 常数 为 
aE, pus Q 


24 
于 是 ， 梁 的 转角 方程 和 挠 曲线 方程 分 别 为 
paly 4p È (с) 
4 6 24 
3 
Ем- Я! з -Le = (4) 


12 24 24 
(3) 计算 最 大 挠 度 was 和 两 个 支 座 的 转角 Өл 和 Өв. 
分 别 以 x = 0. x = 7 代入 式 (c) 得 


0,=-6, l. 
24ЕІ 
w= Ө =0 时 ， 挠 度 w 有 极 值 ， 得 
s= Ë 
2 
将 x = 1/ 2 4NA (4), КАУ 
КИ 5414 
С 384ЕІ 


16.3 弯曲 刚度 到 为 常数 的 简 支 梁 4B， 跨 度 为 1。 在 与 左 支 座 4 相距 ala Z b ) 处 承 
受 集 中 载荷 五 作用 ， 如 图 6.8 所 示 。 求 梁 АВ 的 挠 曲线 方程 ， 支 座 的 转角 4 和 Өв, HAC 
处 的 找 度 we о 


图 6.8 


解 : (1) 确定 支 座 的 支 反 力 ， 列 出 梁 的 弯 矩 方程 。 梁 的 支 反 力 为 


b a 
F,=—F, Қ,--Е 
+g "УЙ 


ЖЕЛАЯ 2) F (ЕЛНУР РЕ, АРЛАН РЕ ЛЕЛИ F о 


对 于 4D 段 ， 有 м,=Ех=®х (0<х<а) (а) 
对 于 DB Ë, ЖШ М,=Ех-Е(х-ау=Е?х-Е(х-а) (а<х<і) ©) 
(2) 求解 转角 方程 和 挠 曲线 方程 。 将 式 (8)、 式 (b) 代 入 式 (6.7) 得 挠 曲线 近似 微分 方程 为 

EW = (0<x<a) (c) 


第 6 章 -a 
EW" = Fx FG) 


(а<х<! (а) 


将 式 (c) 积 分 后 ， 得 


Еһ) == +G (e) 
Ем -2y +C,x+D, (9 
将 式 (d) 积 分 后 ， 得 
Ем, = -Еа-ау +C, (e) 
Ем, = а-а) +C,x+ D, h) 


ЖР, с. р. C,. В, 为 积分 常数 ， 由 支承 处 的 约束 条 件 和 C 截面 处 的 连续 条 件 
确定 。 
在 支 座 4、B 两 处 的 挠 度 为 零 ， 即 


x=0, м-0 () 
х-і, м,-0 0) 
TE AC Bt СВ 段 梁 交 界 处 的 转角 和 挠 度 必须 相等 ， 即 
х=а, м/-м, (k) 
х=а, W=w, (1) 
将 式 ( 代 入 式 (9， 得 
D,=0 
ЖЮК Ае), Re) 19 
с=с 
将 式 (0 代入 式 (D、 式 (0)， 得 
D,=0 
将 式 (0) 代 入 式 (h)， 有 
ËB a Egy Kol = 0 
6 
解 得 
Fb 2 2 
а =С, = P) 
所 得 转角 方程 和 挠 度 方程 为 


Fb 
Ө =w =—— (3? +b -P 0<х<а 
1 su $ ( ) 


Pbx „2. э 0 
м---- p-r 0<х<а 
! ЕПС т y í ) 


Fb 31 
0 = --Е | rr wl (a= x=) 
^5. Баға ) 5 a> | 
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` 6EH 
(3) 由 转角 方程 和 挠 度 方程 求 得 支 座 的 转角 Өл ЖП 6s， 中 点 С 处 的 挠 度 we 分别 为 


ЖБ = (a< x<) 


o, -F2 (ә py- Food 
6ЕП бЕП 
0, == EË: (о +b? —31b) = Кайы! +a) 
бЕП бЕП 


Fb 
48EI 


м =№ = Diga +b -P]=-- Gp 4b) 


64 倒 加 法 求 梁 的 弯曲 变形 


除了 使 用 积分 法 求解 梁 的 挠 度 和 截面 转角 之 外 ， 倒 加 法 是 另 一 种 经 常 使 用 的 实用 方 
法 。 该 方法 可 概述 如 下 : 在 适当 的 条 件 下 ， 由 一 些 不 同 载荷 同时 作用 所 引起 梁 的 找 度 ， 可 
以 通过 对 这 些 相 同 载荷 单独 作用 所 产生 的 挠 度 倒 加 得 到 。 举 例 来 说 ， 如 果 wi 表示 梁 轴 上 某 
一 点 由 负载 五 引起 的 挠 度 ，w2 表示 同一 点 处 由 不 同 载荷 瓦 造成 的 挠 度 ， 那 么 该 点 处 由 负 
载 五 和 瓦 同时 作用 所 引起 的 挠 度 为 w + w о 

对 于 求解 梁 的 挠 度 问题 ， 应 用 县 加 方法 需要 满足 以 下 条 件 : 四 材料 服从 胡 克 定律 ， 即 
负载 与 所 引起 的 变形 之 间 均 是 线性 关系 ; @@ 梁 挠 度 和 截面 转角 很 小 ，@@ 和 负载 不 会 显著 改变 
梁 的 原始 几何 尺寸 ， 挠 度 的 呈现 并 不 改变 其 他 负载 适用 的 条 件 。 上 述 3 个 条 件 确保 梁 的 搅 
曲线 方程 是 线性 的 。 

积分 法 的 优点 是 可 以 求 出 截面 转角 和 挠 度 的 一 般 表达 式 。 然 而 ， 当 只 需 确定 某 些 特定 
截面 的 转角 和 挠 度 ， 而 无 须 求 出 它们 的 一 般 方程 时 ， 积 分 法 就 显得 过 于 烦琐 。 为 此 ， 可 以 
将 梁 在 某 些 简单 载荷 作用 下 的 变形 制 成 表格 ( 见 表 6.1)。 使 用 登 加 法 ， 可 以 方便 地 求解 出 许 
多 不 同 载荷 条 件 下 的 挠 度 和 截面 转角 。 


表 6.1 梁 在 简单 载荷 作用 下 的 挠 度 和 转角 


主要 符号 说 明 
м: 沿 ?方向 的 挠 度 ; бо 梁 左 端 处 的 转角 ; O: 梁 右 端 处 的 转角 ; 
му: 梁 右 端 处 的 挠 度 ; wo: 梁 中 点 处 的 挠 度 


公式 
w= = —4lx+ x°) 
24ET 
4“ а? 
Ww, = 一 一 三 一 
* ЗЕ ° 6EI 
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续 表 
公式 
а? (ва? 2 
=. ба? -4ar+mP) (< x< 
w ya ах+х) ( x<a) 
3 
qa 
= ора <x<! 
w БУТУМ x-a) (а<х<1) 
з 
在 x=a 处 :mw=-22 0:108 
ВЕТ 6ET 
3 3 
"i. F a 
w = ©) 4 6 厅 
„=I (31434_2 
w= P (31--3а-2х) 
м---4 (х* — АБ? + 6P x? – 4а?х + at) 
24ЕІ 
在 x=a 处: Wy ggl 
12ЕТ 2ЕЇ 


йр жыйы 4 80% 
„===-_(ай. йй gti- 
ki U 8) QG 


Е? 
2ЕІ 
Ех 
ү-----(3а-х 
тты 
w= „Ж Gy -а) Ө- ta: 
6EI 2EI 
在 x=a 处 : w = бе. Ж, 
ЗЕТ 2ЕІ 
Еа Еа? 
i 
We 
ki 
w=- 
2EI 
мр M.L 
w, = 4 = 一 一 
2EI EI 
We 
2ЕІ 
Ma 
w=——(2x-a а<х<[ 
HIS ) Ç ) 
在 x=a 处 ТЕ Ki „Эа 
2ЕІ EI 
Ма Ма 
= i= s 
кі 251 с ) 6 ЕІ 
5 
w= 202 тор —10Px + lx — x°) 
120ЕП 
CAN ГАЈ 
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续 表 
序 号 图 示 公式 
和 | er re 
9 |1, | |ы „_шь 
P 120ЕТ * BB 
q 
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10 4 3 
жайы a SEE. Ë, = @& = qi 
J y 384EI 24EI 
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ETA »= 59909 -24h +16) (о<:<4| 
2 қ 1 
š E 2? w=- тө -24h +17Px-P) (б<) 
m=- I ө Q 3 2 ТР 
° 768ЕТ 4 128ЕТ ° 384E[ 
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2 2 
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i a= pan O здр! 7) 
5 3 5 4 
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24ЕП | 4а 2a а? 1 
5 3 
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24ЕП\ 4а? 2а 
Е 
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m 48ЕІ 2 
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лы ШЕ; sn 2 
48ЕІ 16ЕІ 
-AE R) (0<х<а) 
наа (ев) (0<х<а) 
ө __Fab(l+b) ө _ Fab(l + a) 
М бЕП ы бЕП 
FFD(G3P — 4b2) 
14 A 
如 果 a 2 b, 48ЕТ 


ЕЩ 128 | 
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48ЕІ 
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续 表 
序 号 公 式 
w = S ор 3+0) 
бЕП 
т _ M. MI g „Md 
15 ° 16ЕП < ЗЫ % 6Е 
x (4-5 м мр 
3 > эз 
= agt 27-0) (0<х<а) 
16 
бы 0, =—— 8e -Р 
ДЕГІ ) ЗІ айы 
= 71 -1012x2 +3 
з нат 
= PEN 5а" =- 7q s Ф 
1 € 76881 4 36081 °” 45ЕІ 
4 
x=05191 а, = 0.006524. 
EI 
接 下 来 通过 举例 介绍 县 加 法 求解 梁 的 弯曲 变形 问题 。 
例 6.4 长 


长 度 为 1 且 弯 曲 刚度 ЕТ 为 常数 的 悬臂 梁 4B， 其 左 半 部 分 承受 均 布 载荷 q fE 
用 ， 自 由 端 В 承受 集中 载荷 作用， 如 图 6.9 所 示 。 试 求 自由 端 B 处 的 挠 度 ws 和 截面 转 
ЖӨ, 。 


图 6.9 
解 : 为 求解 该 问题 ， 将 给 定 的 负载 分 成 两 种 情况 来 单独 考虑 。 
а) 均 布 载荷 q 单独 作用 时 ， 根 据 表 6.1 中 的 第 2 种 情况 ， 可 直接 得 到 В 处 的 转角 和 
挠 度 分 别 为 


0, ШЕ. ры 
6EI ы ОЛ 
о) 集中 负载 五 单独 作用 时 ， 对 应 的 找 度 和 转角 分 别 为 表 6.1 中 的 第 4 种 情况 ， 即 
Өз и, Ман 一 一 Ар 
2 ET 


ЗЕТ 
根据 从 加 原理 ， 联 合 负载 作用 的 转角 和 挠 度 分 别 为 


129° 
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* 2 
qa ЕІ 
Өр = 0 + 8 = 一 Кү. ЫШ 
ші 04 шш 61 2EI 
3 3 
qa FI 
Ws = Ws, + W, 三 一 41-а)---- 
т йы. ЭЛЕТ“ ) 3EI 


0165 试 计算 图 6.10(a) 所 示 外 促 梁 截面 В 的 转角 和 端点 C 的 挠 度 。 梁 的 弯曲 刚度 ЕТ 
为 常数 。1=4m, a=2m, q=5kN/m, F= 10kKN。 


图 6.10 


解 : 因为 表 6.1 未 包含 外 伸 梁 的 挠 度 和 转角 ， 因 此 可 将 外 伸 梁 假想 沿 В 截面 截 开 ， 视 
为 一 简 支 梁 АВ 和 悬臂 梁 BC。 对 于 假想 的 简 支 梁 上 ， 除 受 均 布 载荷 q 作用 外 ， 在 截面 B 
处 还 受到 一 个 力 偶 矩 M = Fa 和 集中 力 F 的 作用 ， 而 集中 力 F 作用 在 支 座 上 不 会 引起 梁 
的 变形 。 

а) 计算 简 支 梁 中 卫 截 面 的 转角 。 

如 图 6.10(b) 所 示 ， 简 支 梁 截面 B 的 转角 Ө, 由 均 布 载荷 q 引起 的 转角 Өр, 和 由 力 偶 矩 
Ms 引起 的 转角 Өзү BME. AKR 6.1 后 有 

д = а” _ M; _ а? _ Fal 
24EL 3EL 24EL 3EL 
SkEN/mx(4m) 4kNx2mx4m 13.33kN - m? 
DAE аи и 

(2) 计算 端 截面 С 的 挠 度 。 

原 外 伸 梁 截面 C 的 挠 度 wc ， 除 假想 悬臂 梁 ( 见 图 6.10(D) 产 生 的 挠 度 we, 外 ， 还 有 由 于 
截面 B 的 转动 使 BC 段 做 刚体 转动 而 产生 的 挠 度 wc ( 见 图 6.10(b))。 由 县 加 原理 ， 端 截面 
C 的 总 挠 度 为 


ӘБЕЙ 
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Мс = Усу + Wor = W. бый + дра 
с сі с> сі B ЗЕТ В 


10kN х (2ш) 13.33kN -m° 53.33KN - m? 
=— + 一 x2m=—— Ms Ü 
3EI EI EI 


65 梁 的 刚度 条 件 


第 1 章 1.1 节 介绍 了 材料 力学 的 基本 任务 ， 知 道 工程 结构 或 机 械 在 正常 工作 环境 下 划 
组 成 构件 不 仅 要 满足 强度 要 求 ， 还 需 满足 刚度 要 求 。 前 一 章 讨 论 了 梁 的 强度 条 件 ， 但 没有 
介绍 梁 的 刚度 条 件 。 本 节 进 一 步 介绍 梁 的 刚度 条 件 ， 即 在 按 强度 条 件 确定 梁 的 截面 后 ， 再 
对 梁 进 行 刚度 校 核 。 

在 各 类 工程 设计 中 ， 对 构建 弯曲 位 移 的 许 用 什 有 不 同 的 规定 。 对 于 染 的 找 度 ， 其 许 用 
值 通常 用 许 用 的 并 度 与 跨度 之 比 信 立 | 作为 标准 。 例 如 ， 在 机 械 制 造 工程 中 ， 对 主要 的 


m || төн 1 ~ _1_ 范围 内 。 对 传动 轴 在 支 座 处 的 许 用 转角 [四 一 般 限制 在 


po 


75000 10000 


0005—0.001md 范围 内 «слет, | aigua saa тос 范围 内 。 
梁 的 刚度 条 件 可 表达 为 


ж=<[”| 
; [Т7 (6.10) 


бы. <[0] 
通过 计算 分 析 表 明 ， 如 构件 强度 能 满足 要 求 ， 刚 度 条 件 一 般 也 能 满足 。 因 此 ， 在 设计 
工作 中 ， 刚 度 要 求 常 处 于 从 属地 位 。 但 当 对 构建 的 位 移 限 制 很 严 ， 或 按 强度 条 件 所 选用 的 
构件 截面 过 于 单薄 时 ， 刚 度 条 件 也 可 能 起 控制 作用 。 
例 6.6 图 6.11(a) 所 示 为 钢 制 圆 轴 ， 左 端 受 力 为 F， 尺 寸 如 图 6.11 所 示 ， 已 知 
F=20kN, a=1m, I=2m, E=210GPa, $i% B 处 的 许 用 转角 [8] = 0.5" 。 试 根据 刚度 
要 求 确定 该 轴 的 直径 。 


БЕШ 
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Ж. 为 使 设计 的 轴 满 足 刚度 要 求 ， 先 计算 В 处 的 转角 值 ， 使 其 不 超过 许 用 转角 。 

а) 计算 8B 截面 的 转角 。 

圆 轴 的 计算 简 图 如 图 6.11(b) 所 示 ， 为 一 外 伸 梁 。 因 外 伸 梁 相当 于 简 支 梁 BC ЖАН 
АВ 的 组 合 ，B 截面 的 转角 Өз 由 作用 在 B 截面 的 力 偶 矩 Ma = Fa 所 产生 。 查 表 可 确定 Өр 


为 
-Msl _ Fal 
8 3ЕІ 8Е 
(2) 根据 刚度 条 件 确 定 轴 的 直径 。 
刚度 条 件 为 
Ө. =0, <[9] 
将 [9] 的 单位 转换 成 为 rad( 弧 度 ) 后 ， 有 
_Fal___ fFal 0.5хл 


=— = < 
% ЗЕТ ЗЕ(ла/64) 180 


2>4050х69ғагі _ 180612010 Т ienn 
2 зх0.5улЕ Ñ 3x05xm x210x10 i 


66 提高 梁 刚 度 的 措施 


根据 挠 曲线 的 近似 微分 方程 及 其 积分 表达 式 ( 见 表 6.1) 可 以 看 出 ， 梁 的 弯曲 变形 ( 搅 度 
和 转角 ) 是 载荷 (M、F、gq)、 跨 度 /、 梁 截面 的 惯性 矩 J. 材料 弹性 模 量 Е 等 参数 的 函数 。 具 体 
而 言 ，Q@ 梁 的 变形 与 材料 的 弹性 模 量 E 成 反比 ，@@ 梁 的 变形 与 截面 的 惯性 矩 了 成 反比 ; 
图 梁 的 变形 与 跨度 1 的 n 次 寡 成 正比 (在 各 种 不 同 载荷 情况 下 ，7 的 取 值 范围 为 1—4). H 
此 可 见 ， 为 了 提高 梁 的 刚度 ， 可 以 从 上 述 几 个 因素 考虑 。 


6.6.1 选择 合理 的 截面 形状 ， 增 大 梁 的 弯曲 刚度 E! 


不 同形 状 的 截面 ， 尽 管 面 积 相 等 ， 但 惯性 矩 了 却 并 不 一 定 相等 。 所 以 选取 形状 合理 的 
截面 ， 增 大 截面 惯性 矩 的 数值 ， 是 提高 弯曲 刚度 的 有 效 措施 。 例 如 ， 对 于 圆 形 、 和 矩形 和 工 
字 钢 3 种 不 同 截面 形状 ， 当 截面 面积 相等 时 (如 4=35cm2)， 它 们 的 惯性 和 矩 分 别 为 
101.3 сіп”, 210.56ет“. 2370 cm”。 工 字 钢 截面 的 惯性 矩 分 别 是 圆 形 和 和 拢 形 的 23 倍 、11 
倍 。 所 以 ， 工 程 上 常 采 用 工 字 形 、 箱 形 等 截面 。 
因为 各 种 钢材 的 弹性 模 量 Е 大 致 相同 (200 一 235GPa)， 为 提高 弯曲 刚度 而 采用 高 强度 
钢材 ， 效 果 并 不 明显 。 综 合 考虑 ， 通 常 选择 惯性 矩 大 的 截面 形状 。 


662 ”合理 选用 载荷 类 型 ， 改 善 梁 的 结构 布局 减少 跨 长 


从 表 6.1 中 可 以 看 出 ， 在 梁 受 同 量 载荷 (如 第 10、13 种 载荷 类 型 ) 下 ， 选 用 分 布 载荷 或 
分 散 载 荷 比 集中 载荷 产生 的 挠 度 小 。 

由 于 梁 的 挠 度 和 转角 值 与 其 跨度 的 ”次 守成 正比 ， 因 此 ， 设 法 缩短 梁 的 跨度 ， 能 显著 
减少 其 找 度 和 转角 值 。 在 集中 力作 用 下 ， 搁 度 与 跨度 1 的 3 次 方 成 正比 。 如 跨度 1 缩短 一 


жож 弯曲 变形 “ 


半 ， 则 挠 度 减 为 原来 的 118。 因 此 ， 刚 度 的 提高 是 非常 显著 的 。 例 如 ， 桥 式 起 重 机 的 钢 梁 w 
通常 采用 两 端 外 伸 的 结构 ， 从 而 能 缩短 跨度 ， 减 少 梁 的 最 大 挠 度 值 ， 如 图 6.12(a) 所 示 。 在 

长 度 不 能 缩短 的 情况 下 ， 可 采用 增加 支承 的 方法 提高 梁 的 刚度 。 例 如 ， 在 悬臂 梁 的 自由 端 

或 者 简 支 梁 的 跨 中 增加 一 个 支 座 ， 均 可 使 梁 的 挠 度 显著 减少 ， 如 图 6.12(b) 和 图 6.12(c) 所 

示 。 但 采取 这 种 措施 后 ， 原 来 的 静 定 梁 就 变 成 了 超 静 定 梁 。 关 于 超 静 定 梁 的 解法 将 在 6.7 

节 中 介绍 。 


q 
A B 
(a) 
q 
B 
A 
(b) 
q 
x S | 
(с) 
图 6.12 


67 简单 超 静 定 梁 


本 章 前 面 所 讨论 梁 的 支 反 力 、 剪 力 和 弯 矩 都 能 通过 静 力学 平衡 方程 确定 ， 这 类 问题 称 
为 梁 的 静 定 问题 。 但 在 实际 问题 中 ， 有 时 为 减少 结构 内 的 应 力 或 变形 ， 增 加 梁 的 强度 和 刚 
度 ， 往 往 会 采用 更 多 的 构件 或 支 座 。 例 如 ， 长 跨度 的 悬臂 梁 和 简 支 梁 ， 为 降低 其 最 大 弯 矩 
和 最 大 挠 度 ， 会 在 跨 中 增加 一 个 支 座 ， 如 图 6.12(b) 和 图 6.12(c) 所 示 。 又 如 ， 在 车 削 细 长 工 
件 时 ， 为 了 减少 工件 在 切削 过 程 中 的 弯曲 变形 ， 提 高 加 工 精度 ， 在 工件 的 左 端 除 由 卡 盘 夹 
紧 外 ， 右 端 还 会 安装 尾 顶 尖 ， 如 图 6.13(a) 所 示 。 把 卡 盘 夹 紧 的 一 端 简化 成 固定 端 ， 尾 顶尖 
简化 为 铵 支 座 ， 得 到 工件 在 切削 力 五 作用 下 的 力学 模型 如 图 6.13(b) 所 示 。 由 于 平面 任意 力 
系 仅 有 3 个 独立 的 平衡 方程 ， 而 梁 的 4 个 支 反 力 不 可 能 仅 由 静 力 平衡 方程 确定 。 像 这 类 不 
能 单 任 静 力学 平衡 方程 求解 的 问题 ， 称 为 梁 的 超 静 定 问题 。 
在 求解 梁 的 超 静 定 问题 时 ， 关 键 是 寻找 变形 协调 方程 。 其 基本 方法 可 概述 如 下 。 

а) 先 假设 将 梁 的 菜 一 支 座 当 作 多 余 约 束 予 以 解除 ， 在 该 处 施加 与 所 解除 的 约束 相对 
应 的 支 反 力 ， 并 假设 支 反 力 为 已 知 ， 这 样 把 原先 的 超 静 定 梁 在 形式 上 转变 为 静 定 梁 。 


БЕЗ? 
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三 爪 卡 盘 ж 
工件 m= 
(a) 
M, , R, 
А B 
A 
в, й 
Г 
(ы) 
6.13 
O ФИН ЖЕНА ЖіЗЕ Ба ЖЕН К ЖЕПП, НЕНИ ЖОПЫ Ж 
出 支 座 处 总 的 挠 度 表达 式 。 


(3) 根据 支 座 处 的 边界 条 件 ， 得 到 变形 协调 方程 。 
(4) 将 力 与 位 移 间 的 物理 关系 代入 变形 协调 方程 ， 即 可 求 得 多 余 未 知 力 。 求 得 多 余 未 
知 力 后 ， 其 余 的 支 反 力 以 及 构件 的 内 力 、 应 力 或 变形 均 可 按 静 定 梁 的 方法 进行 计算 。 
接 下 来 的 两 个 例子 介绍 使 用 上 述 方法 求解 简单 超 静 定 梁 。 
例 6.7 试 计算 图 6.14(a) 所 示 超 静 定 梁 的 所 有 支 反 力 。 假 设 梁 的 弯曲 刚度 Er 为 常数 。 
解 : (1) 解除 右 端 支 座 B 的 约束 ， 用 支 反 力 F REC. BUE Р, 是 已 知 的， 这 样 就 把 
原来 超 静 定 梁 在 形式 上 转变 为 静 定 的 悬臂 梁 ， 如 图 6.14(b) 所 示 。 
(2) 已 知 载荷 下 和 瓦 情况 下 ， 根 据 静 力 平衡 方程 式 
ХЕ-0 Е,-0 
EE=0 Е,%Қ-Е-0 
УМ,=0 М,+Е1-Еа=0 
可 以 求 出 
Fw = F -Fg M, = Fa- Fsl 
(з) fF JEE ЖК EZE B 处 的 挠 度 。 如 果 在 下 和 Fs 各 自 单独 作用 时 В ЖЕЎ 
度 分 别 为 war 和 wss。 根 据 表 6.1， 可 以 查 出 下 单独 作用 下 B 处 的 挠 度 为 


2 
PEEL 


6EI 
如 图 6.14(e) 所 示 ， 同 样 地 ， 可 查 出 图 6.14(d) 所 示 Fg 单独 作用 下 B АКЕН У 
Wag и 
3EI 


则 在 它们 共同 作用 下 ，B 3809968239 
EP 
ЗЕТ 


2 
Ws = Мр + Was = БІЛЕ -а)- 


F 
Ал 
В 
c 
a 
1 
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м, |е 
Дал н 
Fx с 
F, 
Фф) ы 
ғ 
А С В 
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©) 
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6.14 
(4) 求 出 变形 协调 方程 。 由 于 В et ee, Н КИ, ХИМИЯНЫ, MA 


Wg = War + Wgg = 0 


这 就 是 变形 协调 方程 。 
(5) 求 出 所 有 反 力 。 根 据 变形 协调 方程 ， 可 以 求 出 


Е (За? а? 
Fs = Е = z) 
将 Fa 代入 静 力 平衡 方程 ， 得 


2 8 
ro = rr, = ўа --4 | 
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例 6.8 “ШШДЕ E =5x10 N. m 的 梁 及 其 承载 情况 如 图 6.15(a) 所 示 ， 已 知 a=4m ， 
b=3m，c=2m，g=20kN/m ，F=30kN 。 试 求 梁 的 支 反 力 。 

Ж. 该 梁 为 一 次 超 静 定 粱 ， 可 以 用 解 超 静 定 梁 的 基本 方法 ， 即 去 掉 中 间 的 多 余 约束 用 
支 反 力 Fs IRE, EIA 3 个 载荷 (g =20kN/m ， 下 =30kKN ，Fs ) 共 同 作用 的 简 支 梁 ,使 
用 释 加 法 和 变形 协调 方程 求解 静 定 梁 。 下 面 介绍 一 种 更 加 简便 的 方法 。 

а) 选取 基本 静 定 系 。 

可 将 连续 梁 假 想 分 别 沿 В 截面 左 、 右 截 开 ， 视 为 一 简 支 梁 AB 受 均 布 载荷 9、 支 座 В 
处 的 力 偶 矩 Ms 和 集中 力 玉 共同 作用 ， 基 本 静 定 系 如 图 6.15(b) 所 示 ; 另 一 简 支 梁 BC 受 集 
HH Е. ZE В 处 的 力 偶 矩 Ms 和 集中 力 环 共同 作用 ， 基 本 静 定 系 如 图 6.15(c) 所 示 。 其 中 
集中 力 玉 作用 在 支 座 上 不 会 引起 梁 的 变形 。 


БЕШ 


„№ 材料 力学 


图 6.15 


(2) 求解 未 知 力 偶 矩 Ma o 
查 表 6.1 并 用 看 加 法 ， 简 支 梁 AB 的 截面 В 的 转角 90, 为 


8-02 „Ша а) 
2АЕІ EI 
简 支 梁 ВС 的 截面 В НЕЙ Ө; 为 
， Ms(b+c) Fbc(b+2c) 
e = Lat Жанат (» 


3EI 6EI(b+ c) 
连续 梁 的 变形 几何 相 容 条 件 是 简 支 梁 АВ 的 截面 B 的 转角 与 简 支 梁 BC 的 截面 B 的 转 
角 相 等 ， 如 图 6.15(d) 所 示 。 故 有 


@, =ó (c) 
式 (8)、 式 (b) 代 入 式 (c) 得 
да? К M,a М,(Ь+с) Fbc(b+2c) 
24ET ЗЕ | 3EI 6EI(b +c) 
M= 1 іш i Fbc(b+ 2| 
a+b+c 8 2(Ь+с) 


_ 1 20x4 30х3х2х(3-2) 
4+3+2 8 2х(3+2) 


а-н 
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求 得 Ms HHE, KARM B ЕНЕ НИЕ EHAR ENSE. 


在 基本 静 定 系 中 ， 由 静 力 学 平衡 方程 解 得 
F, =32.05kN 


Е, = 66.35kN 
Е, =11.64kN 
上 述 方法 很 适合 求解 有 多 个 中 间 支 座 的 连续 梁 的 支 反 力 。 由 此 方法 所 推 得 的 补充 方程 
中 会 包含 有 相 邻 三 支 座 的 弯 矩 ， 故 称 为 三 弯 矩 方程 。 


本 章 小 结 


梁 弯曲 变形 时 ， 梁 的 轴线 会 弯 成 曲线 ， 称 为 梁 的 找 曲 线 。 度 量 弯 曲 变 形 的 两 个 基本 量 
是 挠 度 和 转角 。 横 截面 形 心 在 垂直 于 轴线 方向 的 线 位 移 称 为 该 截面 的 挠 度 ， 用 w 表示 ， 向 
上 的 挠 度 为 正 。 梁 的 横 截 面 对 其 原来 位 置 转 过 的 角度 ， 称 为 转角 ， 用 6@ 表 示 ， 道 时 针 方 向 
的 转角 为 正 。 

使 用 三 加 法 ， 可 以 方便 地 求解 出 许多 不 同 载荷 条 件 下 梁 的 挠 度 和 转角 。 不 同 载荷 同时 
作用 所 引起 梁 的 挠 度 和 转角 ， 可 以 通过 对 这 些 相同 载荷 单独 作用 所 产生 的 挠 度 和 转角 合 加 
得 到 。 

设计 工作 中 ， 刚 度 要 求 常 处 于 从 属地 位 。 但 当 对 构建 的 位 移 限制 很 严 ， 刚 度 条 件 也 可 
能 起 控制 作用 。 提 高 梁 刚 度 的 主要 措施 有 : 选择 合理 的 截面 形状 ， 增 大 梁 的 弯曲 刚度 
Ер @@ 合 理 选用 载荷 类 型 ， 改 善 梁 的 结构 布局 减少 跨 长 。 

简单 超 静 定 梁 亦 可 通过 变形 协调 方程 获得 补充 方程 的 方法 求解 。 三 弯 矩 方程 是 求解 有 
多 个 中 间 支 座 的 连续 梁 的 便捷 方法 。 


у RH 


бі 已 知 悬 臂 梁 的 挠 曲线 方程 为 
Wi x) = M. 
2ЕЇ 
试 回答 下 面 的 问题 : (1) 描述 作用 在 梁 上 的 载荷 ，(2) ІШІҢ ЕМ УН РА. 
62 已 知 简 支 梁 的 挠 曲线 方程 为 
4 s -4 3 
м(х) = ПП (СА? = t-J) 


试 回答 下 面 的 问题 : (1) 推导 梁 的 斜率 方程 ，(2) ЖӘЙ ЕГЕ: (3) 描述 作用 在 
梁 上 的 载荷 。 

63 ”如 习题 6.3 HNR, SRR AB 承受 线性 变化 的 分 布 载荷 作用 ， 最 大 载荷 集 度 
go。 试 推导 梁 的 挠 曲线 方程 ， 并 求 出 自由 端的 挠 度 ws 和 转角 9s 的 公式 。 

64 ”推导 习题 6.4 图 所 示 悬 臂 梁 的 找 曲 线 方程 ， 计 算 АВ 端点 B 在 分 布 载荷 9 作用 下 
的 挠 度 。 假 设 梁 的 弯曲 刚度 到 为 常数 。 
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q. 3KN/m 
I ú I В 
Шы, 
А 
Е---! | | < 2121 
习题 6.3 图 习题 6.4 图 
6.5 如 习题 6.5 图 所 示 计 算 悬 臂 梁 АВ 端点 В 在 分 布 载荷 作用 下 的 挠 度 。 假 设 梁 的 弯 
曲 刚度 ET 为 常数 。 


66 ”如 习题 6.6 图 所 示 ， 简 支 梁 4B 的 跨度 为 Im, Е Е = 117GPa。 承 受 均 布 载 
荷 9， 测 得 最 大 挠 度 为 1.Smm. (1) 如 果 梁 具有 和 矩形 横 截 面 ( 宽 = 20mm, 14 h = 40mm), 
计算 分 布 载荷 g。(2) 如 果 梁 具有 圆 形 截面 ，4 = 500N/m， 计 算 横 截面 的 半径 x。 忽 略 梁 的 
重量 。 
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习题 6.5 8 习题 6.6 

6.7” 横 截面 为 矩形 (2 = 75mm, h = 200mm) 的 简 支 梁 AB 承受 均 布 载荷 q = 125N/m 和 

集中 载荷 = 200N 的 作用 ， 如 习题 6.7 图 所 示 。 其 中 ， 梁 的 弹性 模 量 E = 12GPa， 长 度 F 
3.6m， 计 算 梁 的 最 大 挠 度 。 


— 
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习题 67 图 

68 ”如 习题 6.8 图 所 示 ， 试 计算 简 支 梁 在 点 C 处 的 挠 度 以 及 支 座 4 处 的 转角 。 梁 的 弯 
刚度 EI JHR 

69 SBR AB 承受 3 个 相同 集中 载荷 FER, WI 6.9 图 所 示 。 试 确定 梁 自 由 端 
В 的 找 度 ws 和 转角 Os 的 表达 式 。 
6.10 简 支 梁 AB 承受 如 习题 6.10 图 所 示 的 分 布 载荷 作用 ，a = 13 。 试 确定 左 支 座 的 转 
fü Ө 以 及 梁 中 点 的 挠 度 wc 。 

6.11 如 习题 6.11 图 所 示 ， 使 用 县 加 法 求解 简 支 梁 AB 支 座 的 转角 Өл. O МКА 

度 wnax。 假 设 梁 的 为 常数 ， 梁 的 长 度 为 /1，a=13。 


Л ШЕЕ 


习题 6.10 图 习题 6.11 


6.12 ”如 习题 6.12 图 所 示 ， 外 伸 梁 ABC 承受 均 布 载荷 q 和 集中 载荷 F 的 作用 。 使 用 
到 加 法 计算 端点 C 的 挠 度 。 假 设 1= дт, а-2ш, д = 15kN/m, F = 7.50Ҹ, Е = 200GPa Ж 
I= 70.8105. 


习题 6.12 图 


6.13 ”如 习题 6.13 图 所 示 ， 横 截面 为 圆 形 (r = 6.5mm) 的 梁 AB 承受 分 布 载荷 q = 50N/m 
的 作用 ， 梁 的 弹性 模 量 E = 110GPa， 长 度 1= 0.9m。 为 使 端点 B 的 挠 度 为 零 ， 确 定 需要 的 
集中 载荷 下 的 大 小 。 

6.14 1022709 6.14 图 所 示 变 截面 梁 自 由 端的 挠 度 和 转角 。 


q 
A B 
hke F 
习题 6.13 8 习题 6.14 图 


615 ”磨床 砂轮 主轴 如 习题 6.15 图 所 示 。 轴 的 外 伸 段 的 长 度 a=100mm ， 轴 承 间 的 距 
离 1=350mm，E=210GPa - F, =630N; F,=220N 。 试 求 主轴 外 伸 段 的 总 挠 度 。 


БЕЗ? 


习题 6.15 图 


6.16 ”如 习题 6.16 图 所 示 桥 式 起 重 机 的 最 大 载荷 为 不 =23KN 。 起 重 机 大 梁 为 23a TF 
钢 ， 巨 =210GPa ，1=8.76m 。 规 定 [w]=1/500 。 试 校 核 大 梁 的 刚度 。 
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习题 6.16 


6.17 ”如 习题 6.17 图 所 示 承 受 均 布 载荷 的 简 支 梁 由 两 根 紧 向 放置 的 槽 钢 组 成 。 已 知 
а =10kN/m ，1=4m， 材 料 的 许 用 应 力 [co]=100MPa ， 许 用 挠 度 [w]=1/1000 ， 弹 性 模 量 
Е =200GPa 。 试 确定 模 钢 型 号 。 


q 
2 | 4 
习题 6.17 图 
6.18 100270 6.18 图 所 示 各 超 静 定 梁 的 支 反 力 。 


q 
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习题 6.18 图 


619 ii FEHER АВ 及 CD 的 连接 处 ， 如 习题 6.19 图 所 示 ， 试 求 每 根 梁 在 连接 
处 所 受 的 力 。 已 知 其 跨 长 比 为 1 :4 =3:2， 刚 度 比 为 EL :El =4:5. 


ао | 


жож 弯曲 变形 @ 


620 ”习题 620 图 所 示 结 构 中 ， 梁 为 16 号 工 字 钢 ; 拉杆 的 截面 为 圆 形 ， 
d=10mm 。 两 者 均 为 Q235 钢 ， 巨 =200GPa 。 试 求 梁 及 拉杆 内 的 最 大 正 应 力 。 
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习题 6.19 图 习题 6.20 图 


ыш 


第 7 章 ”应力 状 态 和 强度 理论 


【本 章 学 习 重 点 】 

本 章 主 要 学 习 平面 应 力 状态 下 ， 针 截面 上 的 应 力 、 主 应 力 、 主 平面 、 最 大 切 应 力 及 其 
作用 面 的 确定 ; 广义 胡 克 定律 及 其 应 用 ; 常用 的 四 种 强度 理论 ; 复杂 应 力 状 态 下 的 强度 
计算 。 

【本 章 学 习 目标 】 

° 理解 一 点 处 应 力 状 态 的 概念 。 会 通过 求 4 种 基本 变形 下 杆 件 任意 点 处 横 截面 上 的 

应 力 来 表示 单元 体 的 应 力 状 态 。 

o ”掌握 平面 应 力 状态 下 ， 余 截面 上 的 应 力 、 主 应 力 、 主 平面 、 最 大 切 应 力 及 其 作用 
面 的 计算 。 热 悉 应 力 圆 的 绘制 ， 能 通过 应 力 圆 确定 平面 应 力 状态 下 的 斜 截面 上 应 
力 、 主 应 力 、 主 平面 、 最 大 切 应 力 及 其 作用 面 。 

° 在 已 知 一 个 主 应 力 的 情况 下 ， 能 确定 空间 应 力 状态 下 的 3 个 主 应 力 、 最 大 切 应 力 
及 其 方位 。 

o ”掌握 广义 胡 克 定律 及 其 应 用 。 

° 了 解 单元 体 体 应 变 、 体 积 改变 应 变 能 密度 和 形状 改变 应 变 能 密度 等 概念 和 相关 

结论 。 

o ”掌握 材料 破坏 和 失效 的 两 种 基本 形式 ; 理解 强度 理论 的 概念 、 强 度 条 件 和 适应 范 

围 ; 会 进行 复杂 应 力 状态 下 的 强度 计算 。 


7.1 概 Ж 


前 几 章 中 ， 讨 论 了 轴 向 拉 伸 ( 压 缩 )、 扭 转 和 弯曲 等 基本 变形 中 横 截 面 上 的 应 力 ， 并 建 
立 了 构件 的 强度 条 件 ， 即 


Om Slo] 或 т, <[z] 

式 中 ，a。。 为 切 应 力 为 零 时 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 ，r。。. 为 正 应 力 为 零 时 横 截 面 上 的 最 大 
切 应 力 ; 等 式 右 边 的 许 用 应 力 [oc] 、[d] 是 通过 试验 测 得 材料 失效 时 的 极限 应 力 再 除 以 安全 
系数 获得 的 。 强 度 条 件 为 构件 受 基本 变形 时 建立 了 强度 设计 准则 ， 但 对 进一步 分 析 强 度 问 
题 还 存在 诸多 不 足 ， 有 下 列 几 种 情形 。 

(1) 在 工程 实际 中 ， 对 于 一 些 有 两 种 以 上 基本 变形 的 组 合 变形 ， 杆 件 横 截面 内 可 能 既 
有 正 应 力也 有 切 应 力 ( 横 力 弯曲 中 ， 梁 横 截 面 上 距 中 性 轴 为 某 一 距离 的 一 点 处 也 是 此 类 情 
Ж), ЭХ, с... ты 有 何 确定 是 一 个 问题 。 

(2) 在 拉 ( 压 )、 扭 转 试验 中 材料 失效 时 ， 试 样 横 截 面 上 的 应 力 最 大 ， 而 试 样 不 都 是 沿 
横 截面 发 生 破坏 。 如 低 碳 钢 拉 伸 至 届 服 而 失效 时 ， 试 样 表 面 出 现 与 轴线 成 45° 角 的 滑 移 线 
( 见 图 7.1(a)); 铸铁 压缩 破坏 时 ， 破 坏 面 是 一 个 与 试 样 轴线 大 致 成 45" 的 斜 截面 ( 见 图 7.1(b)); 


第 7 章 应 力 状态 和 强度 理论 a 
铸铁 在 扭转 破坏 时 ， 其 断面 形成 沿 45* 螺旋 面 ( 见 图 7 1(G)。 


F 
:Fe 


(a) 
M. M. 
EA F 
(c) (b) 


图 7.1 

O 强度 条 件 中 的 许 用 应 力 [c] 、[r]， 是 通过 直接 引用 试验 中 测 得 的 材料 极限 应 力 而 
获得 ， 试 验 中 只 有 一 种 荷载 。 当 试 样 上 作用 两 种 以 上 的 荷载 时 ， 截 面 上 一 点 处 的 应 力 组 合 
形式 有 无 限 多 的 可 能 性 ， 因 此 ， 很 难 用 直接 试验 的 方法 来 确定 每 一 种 应 力 组 合 下 材料 的 极 
限 应 力 。 在 这 种 情况 下 ， 如 何 建立 强度 条 件 是 一 个 问题 。 

为 了 解决 上 述 问 题 ， 需 要 进行 应 力 状态 分 析 。 从 构件 基本 变形 中 的 应 力 分 析 可 知 ， 在 
受 力 杆 件 的 同一 横 截 面 上 ， 各 点 处 的 应 力 一 般 是 不 同 的 。 而 在 杆 件 内 同一 点 处 ， 不 同方 位 
截面 上 的 应 力也 是 不 同 的 (参见 第 2 章 2.3.2 小 节 的 拉 ( 压 ) 杆 斜 截面 上 的 应 力 )。 通 过 研究 构 
件 内 任意 一 点 在 各 不 同方 位 截面 上 应 力 的 变化 规律 ， 从 而 确定 出 该 点 的 最 大 正 应 力 和 最 大 
切 应力 的 大 小 及 所 在 截面 的 方位 。 受 力 构件 一 点 处 不 同方 位 截面 上 的 应 力 的 集合 ， 称 为 该 
点 的 应 力 状 态 。 
研究 一 点 的 应 力 状 态 时 ， 通 常 是 围绕 该 点 取 一 个 无 限 小 的 正六 面体 一 一 单元 体 进行 分 
析 ， 这 时 可 以 认为 作用 在 单元 体 同一 面 上 应 力 是 均匀 分 布 的 。 一 般 来 说 ， 一 点 处 在 特定 截 
面 (如 横 截面 内 ) 的 应 力 大 小 可 通过 应 力 分 析 求 得 。 例 如 ， 研 究 图 7.2(a) 所 示 拢 形 悬 臂 梁 4 点 
处 的 应 力 状态 ， 可 计算 出 4 点 在 横 截面 上 的 正 应 力 c 和 切 应 力 r 。 围 绕 4 点 截取 一 单元 
体 ， 在 单元 体 两 侧面 标注 c 和 r， 上 、 下 面 上 正 应 力 为 零 ， 切 应 力 由 切 应 力 互 等 定律 确 
定 ， 前 后 两 面 的 应 力 为 零 ， 单 元 体 各 面 的 应 力 如 图 7.2(b) 所 示 ， 也 可 表示 为 图 7.2(c) 所 示 的 
平面 图 形 。 

根据 一 点 处 应 力 状 态 中 各 应 力 在 空间 的 不 同位 置 ， 可 将 应 力 状态 分 为 空间 应 力 状态 和 
平面 应 力 状态 。 单 元 体 上 有 一 对 面 上 总 是 不 存在 应 力 时 ， 称 为 平面 应 力 状 态 ( 见 图 7.2(b)) 
所 有 面 上 均 存在 应 力 时 ， 称 为 空间 应 力 状态 。 本 章 主 要 研究 平面 应 力 状态 。 

根据 弹性 力学 的 研究 结论 ， 任 何 应 力 状态 总 可 以 找到 3 对 互相 垂直 的 面 ， 在 这 些 面 上 
只 有 正 应 力 ， 而 切 应 力 等 于 零 ， 这 样 的 面 称 为 主 平面 。 主 平面 上 的 正 应 力 称 为 主 应 力 。3 
个 主 应 力 通 常 以 o, 、o,、o, 表 示 ， 并 按 代 数值 c > o, > o, 的 顺序 排列 。 如 果 3 个 主 应 力 
都 不 等 于 零 ， 称 为 三 向 主 应 力 状 态 ( 见 图 7.3(a)); 如 果 有 一 个 主 应 力 等 于 零 ， 称 为 双向 主 应 
力 状态 ( 见 图 7.3(b)); 如 果 有 两 个 主 应 力 等 于 零 ， 称 为 单 向 应 力 状态 ( 见 图 7.3(с)); 应 力 状 
态 中 ， 还 有 一 种 特例 ， 即 单元 体 的 4 个 侧面 上 没有 正 应 力 而 只 有 切 应 力 ， 称 为 纯 剪 切 应 
力 状 态 ( 见 图 7.3(d)。 

三 向 主 应 力 状态 属 空间 应 力 状 态 ， 双 向 、 单 向 及 纯 剪 切 应 力 状 态 属 平面 应 力 状 态 。 
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72 平面 应 力 状态 下 的 应 力 分 析 


724 斜 截面 方位 角 和 应 力 分 量 的 正 负 号 约定 

图 7.4(a) 所 示 为 单元 体 平面 应 力 状态 的 一 般 情形 ， 其 两 对 互相 垂直 的 面 上 都 有 正 应 力 
和 切 应 力 的 作用 。 各 面 上 的 应 力 分 量 的 表示 与 所 建立 的 ху 坐标 系 对 应 ， 即 c. r, EH 
法 线 与 x 轴 平行 的 面 (简称 x 面 ) 上 的 正 应 力 和 切 应 力 ，c, о r, 是 其 法 线 与 ЖЕРІНЕ 
(简称 面 ) 上 的 正 应 力 和 切 应 力 。 图 7.4(b) 所 示 为 平面 图 形 的 单元 体 。 

为 了 分 析 任意 斜 截 面 的 应 力 情况 ， 如 图 7.4(b) 所 示 ， 设 斜 截面 ef x 面 成 a 角 ( 也 称 斜 
截面 方位 角 )。 斜 截面 ¿f 将 单元 体 分 为 两 部 分 ， 取 bef 部 分 进行 分 析 ( 见 图 7.4(D)， 斜 截面 
f LEER, URN tyo 


74 
为 了 确定 任意 斜 截 面 上 正 应 力 o。、 切 应 力 r。， 首 先 要 对 方位 角 a 、 各 应 力 分 量 的 正 


负 号 作 以 下 约定 。 
а) 斜 截面 方向 角 c : 从 x 轴 正方 向 转 到 斜 截面 外 法 线 п 上 ， 以 逆 时 针 转 为 正 ， 顺 时 
针 转 为 负 。 
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C) 正 应 力 。 拉 应 力 为 正 ， 压 应 力 为 负 。 


(З) 切 应 力 。 使 单元 体 (或 局 部 ) 产 生 顺 时 针 方向 转动 趋势 时 为 正 ， 反 之 为 负 。 
图 7.4(b) 所 示 的 方向 角 « ПЕ, EFH, о,. с, HE WHr т, МІЕ, г, 


为 负 。 


722 平面 应 力 状 态 分 析 一 一 解析 法 

如 图 7.4(e) 所 示 ， 单 元 体 局 部 bef EEANN, oMr > Tp DRRR oO, T т, 
所 产生 力 的 作用 下 处 于 平衡 。 将 作用 在 单元 体 局 部 bef 各 面 上 的 应 力 乘 以 各 自作 用 面积 后 
所 形成 的 力 ， 分 别 向 斜 截面 的 法 线 改 切线 + 方向 投影 ， 得 平衡 方程 为 


ұлы | с,44--(т,,ААсова)віпа —(o,dAcosa)cosa 


%(г,,4Авша)сова-(с,4Авіпа)віпа = 0 (7.1) 
ХЕ-% т,4А-(т,,ААсова)сова-(с,4Асова)віпа 
%т,,4Авіпа)віп a + (o ,dAsin a) cos æ = 0 (7.2) 


根据 切 应力 互 等 定律 rw。 = rmx ， 利 用 三 角 倍 角 公 式 ， 将 式 (7.1)、 式 (7.2) 整 理 后 ， 得 到 
平面 应 力 状态 下 任意 斜 截面 上 正 应 力 与 切 应 力 的 表达 式 为 


СО + 一 CT 
с, = 一 一 一 + 一 一 一 
2 


nú 


cos2aw 一 mm sin2e (7.3) 


о-о, 


„= 


从 式 (7.3)、 式 (7.4) 可 知 ， 任 意 斜 截面 上 的 正 应 力 a。 、 切 应 力 r。 是 随 斜 截面 方位 角 ас 
的 改变 而 变化 的 ， 即 ce х r, АЕ ас 的 函数 。 可 利用 函数 式 求 极 值 方法 求 出 最 大 正 应 力 、 


最 大 切 应 力 及 其 所 处 的 截面 方位 。 
do, 


5ш 2@ +т,,с0520 (7.4) 


在 式 (7.3) 中 ， 令 和 0， 则 所 求 得 的 a 所 在 的 截面 上 的 正 应 力 即 为 最 大 值 或 最 小 
а 
值 ， 最 大 正 应 力 或 最 小 正 应 力 所 在 截面 的 方位 角 а, 为 
tan 2a, =- 2 (7.5) 
с,-с, 


为 了 获得 主 平面 所 在 位 置 ， 就 须 求 切 应 力 为 零 时 的 斜 截面 方位 角 we ， 只 要 令 式 (7.4) 中 
r, =0， 可 得 主 平面 方位 角 w' ， 显 然 有 w = wm 。 这 说 明 主 平面 上 的 主 应 力 就 是 最 大 正 应 力 
和 最 小 正 应 力 。 由 式 (7.5) 可 求 得 sin 2a, 和 eos2au ， 再 代入 式 (73)， 求 得 最 大 正 应 力 和 最 小 
正 应 力 为 


бын 2 2 
在 平面 应 力 状态 中 ， 肯 定 有 一 个 主 应 力 为 零 ， 因 此 平面 应 力 状 态 中 的 3 Е o, + 
оз, оох бш» 0 这 3 个 数 的 代数 值 由 大 到 小 的 顺序 确定 。 
用 同样 的 方法 ， 可 以 确定 最 大 切 应 力 及 其 所 在 平面 的 方位 角 。 在 式 (7.4) 中 ， 令 


2 
| (=>) +T (7.6) 


ыш 


„№ 材料 力学 


Жш чо, 可 求 得 的 w 所 在 斜 截面 上 的 切 应 力 最 大 ， 最 大 切 应 力 所 在 截面 的 方位 角 w 为 
а 


C, g, (7.7) 


тап а = 22 
> 


比较 式 (7.3) 和 式 (7.7) 可 知 ， tan2a =-cot2w ， 即 2а, 与 2а, 22 90° , 


面 与 最 大 切 应 力 所 在 平面 的 夹 角 为 45° 。 
由 式 (7.7) 求 得 sn2am 和 cos2a ， 代 入 式 (7.0)， 求 得 切 应 力 最 大 值 和 最 小 值 为 


因此 可 说 明 主 平 


Т, = q 
СЕЗЕ 54 


例 7.1 单元 体 的 应 力 状 态 如 图 7.5(a) 所 示 。 试 求 : (D) 指 定 截面 上 的 应 力 ; (2) 主 应 力 


的 大 小 和 主 平面 的 方位 ， 并 绘 出 主 应 力 单元 体 ; (3) 图 示 极 值 切 应 力 。 
R: D 求 指定 截面 上 的 正 应 力 和 切 应 力 。 
将 as =30МРа, с,--10МРа» r, = 20МРа, а--30 代入 式 (7.3) 得 


ë= É 10 30210 ар. ЕТЕ MPa = 37.32МРа 
2 2 


ет Ë 0:10. (60°) +20 cos(-60) [MPa =18.66MPa 


2 


о) 求 主 应 力 和 主 平 面 。 


由 式 (7.5) 得 
н Q ` = 
2а,--45%, а,--22.5% 
由 式 (7.6) 得 


б, 2 2 一 18.28 


根据 主 应 力 代 数值 的 排序 ，3 个 主 应 力 为 
o, =38.28МРа, o,=0, o,=-1828MPa 


2 
全 上 区 = +2 = (MPa) 


在 单元 体 上 由 主 平面 方位 角 wm 确定 一 个 主 平面 (从 x 轴 顺 时 针 转 过 22.5° ， 即 为 一 


ЖЖ 
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平面 的 外 法 线 ) 后 ， 与 之 垂直 和 平行 相对 的 另外 3 个 面 都 为 主 平 面 。 主 应 力 单元 体 及 主 应 力 
方向 如 图 7.5(b) 所 示 。 
(3) 求 极 值 切 应 力 及 作用 面 。 
由 式 (7.8) 得 两 极 值 切 应 力 为 


2 
Т, 
= J-a [EHE] земе am 


Twax 所 在 平面 与 o 所 在 的 主 平面 的 夹 角 为 45* т 所 在 平面 与 7 所 在 平面 垂直 。 
Tau、 Tmin 的 表示 参见 图 7.5(b)。 

例 7.2 ” 试 分 析 圆 轴 扭 转 时 的 应 力 状态 ， 并 曾 述 铸铁 圆 轴 试 样 的 破坏 现象 及 主要 原因 。 

解 : (1) 研究 圆 轴 表 面 上 任 一 点 的 应 力 状态 ， 圆 轴 扭 转 时 ， 在 横 截 面 的 边缘 处 切 应 力 
最 大 ， 其 值 为 


在 圆 轴 的 表层 ， 按 图 7.6(a) 所 示 方 式 取出 单元 体 4BCD， 单 元 体 各 面 上 的 应 力 如 
图 7.6(b) 所 示 ， 应 力 分 量 为 


其 应 力 状态 为 纯 剪 切 应 力 状态 。 
Жао,-с,-0», т, =z 代 入 (7.3)、 式 (7.4) 可 得 任意 斜 截面 上 的 正 应 力 和 切 应 力 为 


с,--твіһ2а 


„=— 


т, =тс0520 


由 式 (7.6) 可 得 


Era 


„№ 材料 力学 


由 式 (7.5) 得 


2т,, 


92—05, 
即 2a =-90” 或 —270° 
ao =-45” 或 —135° 
从 以 上 结果 可 以 看 出 ，a =—45° 所 确定 的 平面 上 有 最 大 主 应 力 o,， 而 0 = 45° (或 
а,--135 ) 确 定 的 主 平面 上 有 最 小 的 主 应 力 ce 。3 个 主 应 力 分 别 为 


=т, G,=0, oc, =aun =T 


tan 20, = — 


O1 =O max 
(2) 阐述 铸铁 圆 轴 试 样 的 破坏 现象 及 原因 。 
如 图 7.6(c) 所 示 ， 铸 铁 圆 轴 试 样 在 扭转 破坏 时 ， 是 沿 着 与 横 截 面 成 -45" 的 螺旋 面 断 开 
的 。 从 上 述 计算 可 知 ， 圆 轴 试 样 扭转 时 ， 横 截面 有 最 大 切 应 力 r; 在 wm = —45° 的 斜 截面 上 
有 最 大 拉 应 力 a = r; Ea =45" 的 斜 截 面 上 有 最 大 的 压 应 力 c; = -rz 。 对 于 脆性 材料 铸铁 


来 说 ， 其 抗 拉 强度 较 低 ( 低 于 材料 抗 剪 切 强度 )， 所 以 试 样 沿 着 与 横 截 面 成 45 的 螺旋 面 发 生 


拉 断 破坏 。 
723 平面 应 力 分 析 一 一 图 解法 (应 力 圆 ) 
1. 应 力 圆 方程 


单元 体 任意 斜 截面 上 的 正 应 力 au 和 切 应 力 re 的 解析 式 为 


б, +o. 太一 本 
o, = 一 一 一 + 一 一 一 
2 


cos2w 一 mo ѕіп20 


9—9... 
т, = ѕш20 +т,,с0520 
* у 


а 


上 述 两 式 可 视 为 以 a 为 参数 的 参数 方程 。 为 消去 参数 a ， 可 将 不 含 a 的 项 移 至 方程 的 
左边 ， 然 后 两 式 平方 后 再 相 加 ， 可 得 到 一 个 新 的 方程 ， 即 


б, +0; q а | с, = 6, i š I (79) 
б; == +75 = — + 2 
APEE, > T, EUo, 为 横 坐 标 轴 、z 为 纵 坐 标 轴 的 坐标 系 中 ， 式 (7.9) 是 一 个 


圆 的 方程 ， 该 圆 称 为 应 力 圆 。 应 力 加 的 国 心 坐标 为 | 220 ， 应 力 圆 半径 为 


应 力图 最 早 由 德国 工程 师 莫 尔 (Mohz) 提 出 ， 故 又 称 为 莫 尔 应 力 圆 。 
2. 应 力 圆 的 画 法 
由 上 述 分 析 可 知 ， 应 力 圆 的 圆心 坐标 和 半径 可 由 单元 体 已 知 的 应 力 分 量 o, 0, 和 
求 出 ， 由 圆心 和 半径 即 可 画 出 平面 应 力 状 态 的 应 力 圆 。 但 这 样 画 圆 不 便于 应 力 分 析 和 应 力 
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圆 的 应 用 。 下 面 介绍 一 种 既 简 单 又 实用 的 应 力 圆 绘 制 方法 。 

以 图 7.7(a) 所 示 平 面 应 力 状态 为 例 ， 应 力 圆 绘制 步骤 如 下 (参见 图 7.7(b))。 

(1) 在 c-z 坐 标 系 中 ， 按 适当 的 比例 标 出 每 小 格 所 代表 的 应 力 值 。 

(2) 以 x 面 上 的 应 力 分 量 c. т, 标注 为 坐标 系 中 的 一 点 Dlo, Ty) Ay 面 上 的 应 
力 分 量 标注 为 另 一 点 Da(ay г,» 

G) 连接 Di. D: 两 点 成 直线 段 ， 直 线段 与 轴 的 交点 C ВУИ, Ср. 直线 段 长 即 
为 半径 。 


根据 图 7.7 中 的 几何 关系 ， 不 难 求 出 应 力 圆 圆心 C ШТ) 


G, + 


12.0), 应 力 圆 半 


径 由 色 股 定律 求 得 ， 为 (==) РЕА 


3. 应 力 圆 的 应 用 

从 图 7.7(b) 所 示 应 力 圆 可 以 看 到 ， 应 力 圆 上 Di 点 的 坐标 (ac. т, ) 对 应 单元 体 上 x 面 的 
应 力 分 量 ; 应 力 圆 上 D 点 的 坐标 (cy т, ) 对 应 单元 体 上 y 面 上 的 应 力 分 量 。 根 据 单元 体 
上 的 面 与 应 力 圆 上 的 点 之 间 的 “点 面 对 应 ”关系 可 以 推断 ， 单 元 体内 任意 一 个 斜 截面 可 以 
在 应 力 圆 上 找到 一 个 对 应 的 点 ， 该 点 的 坐标 就 是 斜 截面 上 的 应 力 分 量 。 

а) 利用 应 力 圆 求 单元 体 任意 斜 截面 上 的 应 力 。 

如 图 7.8(a) 所 示 的 单元 体 ， 欲 求 与 x 面 成 a 角 的 斜 截面 上 的 正 应 力 ac. 、 切 应 力 r。， 可 
先 画 出 应 力 圆 。 为 方 使 分 析 ， 在 圆 中 标 出 特征 点 An A Bi. BAALE 7.8(b))， 再 从 应 力 圆 
上 的 疡 点 ， 按 方位 角 a 的 转向 (图 中 а 为 正 ， 道 时 针 方 向 )， 沿 圆 转 过 2а 角 达 到 五 点， 该 
点 就 是 与 单元 体 上 a 和 斜 截 面 对 应 的 点 ，E 点 的 横 坐 标 和 纵 坐 标 就 是 要 求 的 а 截面 上 的 正 应 
Љо, 、 切 应 力 r。。 现 证 明 如 下 。 

从 图 7.8b 可 知 ， 王 点 的 横 坐 标 为 2. 


OF = ОС + СЕ = ОС + СЕ cos(2a + 2a,) 


= ОС + СЕ соѕ2а сов 2а, —CEsin2esin 2а, 


ыш 


@ о 
图 7.8 


0+0, -- — Ti 
， CEcos2a, = CD, cos2a, = z * 


式 中 ，OC = 


CEsin2a = CD, ѕіп2а, = т: 则 有 
一 6,%6, 6,- 


6, 


ОЕ- 


$ 


р сов24-т, sin2e =0 , 


上 式 说 明 ,五 点 的 横 坐 标 与 式 (7.3) 所 求 的 cu 一 致 。 同 样 地 ，E 点 纵 坐标 为 
EF = CEsin(2z + 2а,) = СР, зїп 2асов20, +CD, сов 2а іп 20, 


622-02, 


5ш 2@ +T, сов24 

ЗАН] E ЛАА 2007.4) т 一 致 。 

利用 应 力 圆 求 单元 体 斜 截面 上 应 力 的 方法 ， 可 用 以 下 三 句 口 雇 加 以 概括 。 

а) 点 面 对 应 。 应 力 圆 上 各 点 与 单元 体 的 各 截面 是 一 一 对 应 的 ， 应 力 圆 上 一 点 的 横 、 
纵 坐 标 就 是 所 对 应 的 单元 体 斜 截面 上 的 正 应 力 和 切 应 力 。 

© 转向 相同 。x 面 转 至 a 截面 的 转向 ， 与 应 力 圆 上 Di 点 转 至 Е 点 (与 a 截面 对 应 的 
点 ) 的 转向 是 相同 的 。 

© 转角 两 倍 。 由 Di 点 沿 应 力 圆 转 至 E 点 所 转 过 的 圆心 角 ， 是 x 面 与 斜 截 面 的 夹 角 
a 的 两 倍 。 
(2) 利用 应 力 圆 求 主 应 力 和 主 平 面 方位 。 
在 图 7.8(b) 中 ， 应 力 圆 与 o 轴 的 两 个 交点 41、42， 它 们 的 纵 坐 标 为 零 ， 即 切 应 力 为 
F, KE, An A 点 所 对 应 的 单元 体 斜 截面 为 两 个 主 平面 ，41、42 点 的 横 坐 标 就 是 两 个 主 
应 力 o,、o,， 即 
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单元 体 上 x 面 与 o, 所 在 主 平面 的 夹 角 为 wm 。 按 照 w 角 的 符号 约定 ， 图 中 am 为 负 ， 大 小 为 


aa-24- %- 
1ап(-20,)- "p= == 
W o, 所 在 主 平面 的 方位 角 为 
| 
а, = ——arctan = (7.10) 
2 区 = 本 
因为 在 应 力 圆 上 从 A ARE А 点 须 转 过 180" ， 所 以 ，o 所 在 的 主 平面 与 o, MEE 


平面 垂直 。 
(з) 利用 应 力 圆 求 极限 切 应 力 及 所 在 平面 。 
由 应 力 圆 可 直观 地 看 出 ， 极 限 切 应 力 就 是 应 力 圆 半径 ， 为 


2 
т, 一 
=+ ж = x+: 


在 图 7.8(b) 中 ， 极 限 切 应 力 所 在 平面 对 应 应 力 圆 上 G 点 ， 与 A 点 相差 90" 。 所 以 ， 极 
限 切 应 力 所 在 平面 与 主 平面 的 夹 角 为 45° 。 

从 上 述 分 析 可 见 ， 由 解析 法 得 到 的 应 力 状态 基本 公式 ， 通 过 应 力 圆 上 的 几何 关系 都 能 
较 轻松 地 求 得 ， 不 需要 硬 记 公式 ， 在 表示 各 种 应 力 状态 时 也 更 加 直观 。 

例 7.3 一 单元 体 应 力 状态 如 图 7.9(a) 所 示 。 试 用 应 力 圆 求 :(1) 指 定 截面 上 的 应 力 ; 
(2) 主 应 力 及 主 平面 方位 ，(3) 最 大 切 应 力 。 

解 : (1) 画 应 力 圆 。 
在 图 7.9(b) 所 示 在 坐标 系 中 ， 取 每 小 格 为 20MPa 标 出 刻度 ， 由 o, =100MPa ~ 
с,-20МРа. т, =30MPa 确定 出 Di. Рә A, Б, DD: 为 直径 画 出 应 力 圆 。 圆 心 C 坐标 为 


(60，0)， 应 力 圆 半 径 为 CD = /40° +30? = 50МРа 。 


T 
€. E 
90 Di(100.30) 
20 > 
2. е A 
O| фр 40%) зо 100/120 С 
20 
40 
60 
Фф) 
图 7.9 
0) 求 a=30" 斜 截面 上 的 应 力 。 
先 求 主 方位 角 ( 参 见 图 7.9(b))。 
2 
tai = ,23 ус 
о, 100-20 
2а,--36.87% 
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在 应 力 圆 上 由 D 点 逆 时 针 方 向 转 过 60" 至 Е 点 ,得 CE 与 + 轴 反 方向 的 夹 角 为 
180° —36.87° — 60° = 83.13°, E Ио, Ат, 2I 


суу = ОС – CE cos83.13° = (60 — 50 cos83.13°)MPa = 54.05МРа 
тұ = CEsin83.13° = (S0sin83.13°)MPa = 49.64МРа 
(3) 求 主 应 力 及 主 平面 方位 。 
o, = OC + CA = (60 + 50)МРа =110MPa 
о, = ОС СА, = (60 —50)MPa =10МРа 
а, = —18.44° 


主 平面 及 方位 如 图 7.9(c) 所 示 。 
(4) 求 最 大 切 应 力 。 
ты. = СА -50МРа 


73 ”空间 应 力 状态 的 概念 


7.3.1 ”空间 应 力 状态 的 一 般 形式 

空间 应 力 状态 是 指 单元 体 三 对 平面 上 都 存在 正 应 力 和 切 应 力 。 每 个 平面 的 切 应 力 可 分 
解 为 沿 坐标 轴 方 向 的 两 个 分 量 ， 如 图 7.10 所 示 ， 图 中 < EAER o, 以 及 切 应 力 r。、 
т, 。 切 应 力 的 两 个 下 标 中 ， 第 一 个 下 标 表示 切 应 力 所 在 平面 ， 第 二 个 下 标 表示 切 应 力 沿 
坐标 轴 的 方向 。 同 样 地 ， 在 y 面 上 有 正 应 力 o, 以 及 切 应 力 r+,, S г„з 在 z 面 上 有 正 应 力 
:以 及 切 应 力 rz。、r。 。 这 种 应 力 状态 称 为 空间 应 力 状态 的 一 般 形 式 。 其 他 应 力 状态 都 
是 它 的 特殊 形式 。 


图 7.10 


在 一 般 形 式 的 空间 应 力 状 态 中 有 9 个 应 力 分 量 ， 根 据 切 应 力 互 等 定律 ， 其 中 
Ty =T ` Т, Ty Татты» 所 以 ， 独 立 的 力 分 量 只 有 6 ^, Шо,. 人 


x 
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732 三 向 应 力 状态 及 应 力 圆 

对 于 空间 应 力 状 态 的 单元 体内 ， 总 可 以 找到 一 个 主 应 力 单元 体 ， 其 三 对 互相 垂直 的 面 
均 为 主 平面 ， 三 对 主 面 上 的 主 应 力 分 别 为 cl с. сз, ШЕ 7.11(a) 所 示 ， 这 种 单元 体 
面 上 3 个 主 应 力 均 不 为 零 的 应 力 状 态 称 为 三 向 应 力 状态 。 
如 图 7.11(b) 所 示 ， 钢 轨 受 车 轮 深 压 作用 时 ， 接 触 点 处 的 应 力 状 态 就 是 三 向 压 应 力 状态 
图 7.11(с)), 3 个 应 力 均 为 压 应 力 ，o ,的 绝对 值 最 大 ，o 的 绝对 值 最 小 。 


= 


( 


(а) Фф) (с) 
图 7.11 

在 图 7.12(a) 所 示 的 主 应 力 单元 体 中 ， 首 先 分 析 与 主 应 力 c; 平行 的 斜 截面 上 的 应 力 ， 
该 斜 截面 上 的 应 力 分 量 与 c; 无关， 而 只 与 cl с, 有关。 所 以 ， 凡 是 与 o, 平 行 的 任意 斜 
截面 的 应 力 分 量 都 可 以 由 o,、o, 组 成 的 应 力 圆 求 出 。 同 理 ， 凡 是 与 c, 平行 的 任意 斜 截面 
上 的 应 力 分 量 可 以 由 ci o, 组 成 的 应 力 圆 求 出 ;与 с, 平行 的 任意 斜 截面 上 的 应 力 分 量 分 
别 可 以 由 ac, o, 组 成 的 应 力 圆 求 出 。 所 以 可 以 在 o-r 坐标 系 中 画 出 三 向 应 力 状 态 的 应 
力 圆 ， 来 求 取 上 述 特定 斜 截面 上 的 应 力 分 量 ， 如 图 7.12(b) 所 示 。 弹 性 力学 的 理论 证 明 ， 单 
元 体内 与 3 个 主 应 力 都 不 平行 的 任意 斜 截面 (图 7.12(a) 中 的 abc 面 ) 上 的 应 力 分 量 ， 必 定 是 
由 3 个 应 力 圆 围 成 的 阴影 部 分 范围 内 的 某 一 点 D 的 坐标 值 ( 见 图 7.12(b))。 


图 7.12 


EE 
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7.3.3 三 向 应 力 状 态 中 最 大 切 应 力 及 其 方位 
从 三 向 应 力 状态 的 应 力 圆 可 以 看 出 ， 单 元 体内 最 大 正 应 力 为 


Өша Gy 
而 最 大 切 应 力 是 由 ci 、o 组 成 的 应 力 圆 的 半径 ， 即 
g | = 2193 (7.1) 
最 大 切 应 力 所 在 平面 与 c, P, с). o, 所 在 的 主 平面 各 成 43" ， 如 图 713 


所 示 。 


图 7.13 
例 7.4 单元 体 各 面 上 的 应 力 如 图 7.14(a) 所 示 ， 试 求 该 点 的 主 应 力 和 最 大 切 应 力 。 
R: 该 单元 体 已 知 一 个 主 应 力 o. = 60MPa ， 另 外 两 个 主 应 力 所 在 主 平面 与 o, 平 
Т, Чо, 无 关 ， 由 平面 状态 的 应 力 莫 尔 圆 ( 见 图 7.14(b)) 可 求 出 其 他 两 个 主 应 力 。 


D,(100.-30) 


60 
(а) ® 
7.14 
с, 100-20}, [110 
зак 60 | — — = 
Зы, ө | 5 Із» ІП (МРа) 


3 个 主 应 力 分 别 为 
оу =110МРа, o,=60MPa, o,=10MPa 
最 大 切 应 力 为 
_о,-о, 110-10 
шах | 2 = 2 


MPa = 50MPa 
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74 广义 胡 克 定律 


众所周知 ， 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 中 ， 在 线 弹 性 范围 内 应 力 与 应 变 的 关系 一 胡 克 定律 的 表 
达 式 为 


e= Es Ñ = T (7.12) 
AP, e 为 纵向 线 应 变 ， 横 向 线 应 变 =' 为 
“--ш--иТ (7.13) 
扭转 变形 中 ， 在 线 弹 性 范围 内 ， 切 应 力 和 切 应 变 的 关系 服从 剪 切 胡 克 定律 ， 即 
r=Gy 或 y== (714) 


在 一 般 形 式 的 空间 应 力 状 态 下 ， 有 6 个 独立 的 应 力 分 量 ， 即 c. с,. o, тх 


ху 


rt,。、Ts。， 与 之 相对 应 的 6 个 应 变 分 量 是 a, ву. е, о ух ух а 。 本 节 主要 讨论 


各 向 同性 材料 、 在 线 弹性 范围 内 、 小 变形 条 件 下 ， 空 间 应 力 状 态 下 应 力 分 量 与 应 变 分 量 之 
间 的 关系 ， 通 常 称 为 广义 胡 克 定律 。 


741 一 般 空间 应 力 状态 下 的 广义 胡 克 定律 


一 般 空间 应 力 状态 下 ， 单 元 体 的 应 力 分 量 如 图 7.10 所 示 。 单 元 体 6 个 独立 应 力 分 量 中 
3 个 正 应 力 的 正 负 号 规定 同 前 ， 即 拉 应 力 为 正 、 压 应 力 为 负 ， 而 3 个 切 应 力 分 量 的 正 负 号 
则 作 重新 规定 ， 若 正面 (外 线 法 与 坐标 轴 正 向 一 致 的 平面 ) 上 的 切 应 力 矢 的 指向 与 坐标 轴 正 
向 一 致 ， 则 该 切 应 力 为 正 ， 反 之 为 负 。 图 7.10 所 示 各 切 应 力 均 为 正 。 单 元 体 6 个 应 变 分 量 
的 正 负 号 规定 为 ， 线 应 变 s, в,. г, 以 伸 长 为 正 ， 缩 短 为 负 ( 与 前 面 规定 相同 )， 切 应 变 
ууз Уе Va (依次 表示 直角 хОу. уб. 220х 的 变化 ) 均 以 使 直角 减 小 者 为 正 ， 增 
大 者 为 负 。 

对 于 各 向 同性 材料 ， 在 小 变形 条 件 下 且 在 线 弹 性 范围 内 时 ， 线 应 变 只 与 正 应 力 有 关 ， 
而 与 切 应 力 无 关 ， 而 切 应 变 只 与 切 应 力 有 关 ， 而 与 正 应 力 无 关 。 在 o,、o, o, 分 别 音 


独 存在 时 ， 由 式 (7.12)、 式 (7.13) 可 知 ，x 方向 的 线性 应 变 分 别 为 


, С, 


E 
k. бу (7.15) 
а =й. 


в, = -u 
ШЕ, Eo, o > с. 同时 存在 时 ， 单 元 体 在 x 方向 的 总 线 应 变 是 上 述 线 应 变 的 县 


加 。 在 y 和 :方向 的 线 应 变 可 用 同样 方法 求 得 。x、y 和 = 方向 的 线 应 变 分 别 为 


Е 
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s, = lo, - ulo, +o.) 


s, =o, -wa +o, 716) 
e, = 110. ulo, +0,)] 


至 于 切 应 变 与 切 应 力 之 间 的 关系 ， 仍 然 是 式 (7.14) 的 形式 ， 在 лу, ут, zx 这 3 个 面 内 


分 别 有 
== Ту 
Yy ЕТІ 
= (7.17) 
„= ; 
= 
l= 
式 (7.16) 和 式 (7.17) 称 为 一 般 空间 应 力 状态 下 的 广义 胡 克 定律 。 
7.4.2 ”特殊 应 力 状态 下 的 广义 胡 克 定律 
1. 三 向 主 应 力 状 态 下 的 广义 胡 克 定律 
可 用 主 应 力 和 主 应 变 表 示 为 
E =, — (о, +0,)] 
%-” Е 1 и 2 3 
ё, ==le, -HU +o,)] (7.18) 
ё; = 9 — (o, +0,)] 
2. 平面 应 力 状态 下 的 广义 胡 克 定律 
在 平面 应 力 状 态 下 ,将 o,=0、z, =0、T =0， 代 入 式 (7.16)、 式 (7.17)， 有 
6, =G. -шо,) 
1 
ғ,---(с,-шоа,) 
Е (7.19) 


ғ, =£, +0,) 


э 


G 
3. 二 向 主 应 力 状态 下 的 广义 胡 克 定律 
在 二 向 主 应 力 状 态 下 ，cs = 0 ， 则 由 式 (7.18) 得 


Yy = 


| 156 


1 
а == -шо,) 


| 
в ==, no) (720) 


s =E, +o.) 


743 ”材料 弹性 常数 之 间 的 关系 


对 于 同一 种 各 向 同性 材料 ， 广 义 胡 克 定律 中 3 个 弹性 常数 并 不 完全 独立 ， 它 们 之 间 存 
在 以 下 关系 ， 即 


зей 
20+ а) 

对 于 绝 大 多 数 各 向 同性 材料 ， 泊 松 比 一 般 在 0-0.5 之 间 取 值 ， 因 此 ， 切 变 模 量 的 取 值 

范围 为 G -人 -了 
2 3 

例 75 已 知 一 受 力 构件 的 自由 表面 上 某 点 处 的 两 个 主 应 变 值 分 别 为 a, = 240 x10% 
e, =—160 x10% Вос, =0 。 构 件 材料 为 Q235 钢 ， 其 弹性 模 量 E=210MPa， 泊 松 比 
A= 0.3。 试 求 该 点 的 主 应 力 ， 并 求 自由 表面 法 线 方向 的 线 应 变 。 

解 : (1) 该 点 处 的 主 应 力 。 

由 于 自由 表面 上 无 应 力作 用 ， 该 点 处 于 平面 主 应 力 状态 ， 由 式 (7.14) 有 


(721) 


1 
ё я -ио,) 
1 
е; =к°» -ио)) 
在 已 知 主 应 变 的 情况 下 ， 由 上 式 可 得 两 主 应 力 为 
E 210х10 
о, "т^ + pe) == zr ХО40-0.3х160)х10°Ра 
= 44.3x10 Pa = 44.3MPa 
9 
ар Ee, pue p О 460-408 200)107 Pa 


1-2 1—0.32 
=—20.3х10°Ра = —20.3МРа 
(2) 自由 表面 法 线 方 向 线 应 变 。 
由 式 (7.20) 得 自由 表面 法 线 方向 的 线 应 变 为 
0.3 
7210х10” 


已 = -к@ +o,)= х(44.3-20.3)х10%--343х10% 


7.4.4 各 向 同性 材料 的 体 应变 


构件 受 力 变形 后 ， 其 体积 通常 会 发 生变 化 。 单 元 体积 内 的 体积 变化 称 为 体 应变 ， 用 0 
表示 。 现 通过 图 7.15 所 示 单 元 体 讨论 三 向 主 应 力 状 态 下 的 体 应 变 。 在 变形 前 (图 7.15 中 实 


17 加 


„№ 材料 力学 


线 ) 单 元 体 体积 为 
V, = dxdyd= 
变形 后 (图 7.15 中 虚线 ) 各 棱 边 长 度 分 别 为 (1+&,)dx、 
(+e,)dy 、(1+s;)dz ， 因 此 ， 变 形 的 单元 体 体积 为 
V, = dxdydz(1 + z,)(1 + z,)(1 + є,) 
展开 上 式 ， 略 去 高 阶 微量 后 ， 得 
V, = dxdydz(l + £, + £, + є,) 


则 体 应 变 2 为 


V, — V. 
Ө= ГА * = 8, +E +E (722) 图 7.15 


将 广义 胡 克 定律 式 (7.18) 代 入 式 (7.22)， 经 整理 后 得 到 体 应 
变 与 主 应 力 的 关系 式 为 


a SE, +o, +0,) (7.23) 
Фо, =(оу+о,+о,), o, ЗЧ: ФК, K 为 体积 弹性 模 量 。 则 
= 30-24) 
式 (7.23) 变 为 
діа. (7.24) 
К 


式 (7.24) 表 明 ， 体 应 变 9 与 平均 应 力 ce 成 正比 ， 也 称 为 体积 胡 克 定律 。 

对 于 平面 纯 剪 切 应 力 状态 ，o, = -cs =т, с = 0， 由 式 (7.23) 可 见 ， 材 料 的 体 应 变 
等 于 零 ， 即 在 小 变形 条 件 下 ， 切 应 力 不 引 起 各 向 同性 材料 的 体积 变化 ， 而 只 引起 形状 改 
变 。 因 此 ， 在 图 7.15 所 示 的 一 般 空间 应 力 状 态 下 ， 材 料 的 体 应 变 只 与 3 个 线 应 变 有 关 。 可 
类 似 推出 


1-2 
0 —, +o, +0,) (7.25) 


75 平面 应 变 状态 及 应 变 测量 


通过 前 面 的 理论 分 析 ， 可 由 作用 在 构件 的 载荷 计算 构件 内 任意 点 的 应 力 ， 再 利用 胡 克 
定律 求 出 其 应 变 。 但 在 工程 实际 中 ， 常 常会 遇 到 一 些 问题 需要 用 逆向 思维 和 方法 才能 解 
决 。 即 通过 试验 方法 ， 先 用 应 变 仪 测 出 构件 表面 某 点 处 的 应 变 ， 然 后 利用 应 力 与 应 变 的 关 
系 求 出 应 力 ， 甚 至 得 到 作用 在 构件 上 的 载荷 值 。 应 变 测量 在 工程 中 使 用 较 多 。 例 如 ， 在 设 
计 重 要 机 械 设备 、 大 型 工程 结构 中 ， 需 对 模型 进行 应 变 测试 ， 对 一 些 机 械 构件 、 桥 梁 、 房 
屋 、 水 坝 等 建筑 物 ， 要 通过 应 变 、 应 力 测试 来 对 构件 进行 检测 ， 力 传感器 就 是 利用 应 变 来 
测 出 外 力 的 。 因 此 ， 要 实现 通过 应 变 来 求 应 力 的 目的 ， 就 必须 先 研究 一 点 处 的 应 变 状 态 ， 
弄 清楚 一 点 处 在 各 个 不 同方 向 上 的 应 变 情况 。 

如 果 构 件 内 某 一 点 处 的 应 变 都 是 发 生 在 同一 平面 ， 则 称 为 平面 应 变 状态 。 
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7.5.1 任意 方向 的 应 变 


如 图 7.16 所 示 ， 设 已 知 点 O 处 的 单元 体 在 坐标 系 xOy 中 的 线 应 变 为 e. e, МІМІЖ 
为 y,,。 为 了 推导 平面 应 力 状态 一 点 处 在 该 平面 内 任意 方向 的 线 应 变 s。、 切 应 变 y 的 表达 
式 ， 先 对 各 应 变量 符号 作 以 下 规定 : 线 应 变 以 伸 长 为 正 ， 缩 短 为 负 ， 切 应 变 以 直角 减 小 为 
正 ， 反 之 为 负 ; HERR хОу 绕 O 点 旋转 一 个 a 角 ， 得 到 一 个 新 坐标 系 x'Oy'，a ffi АЙ 
时 针 转 动 为 正 ( 见 图 7.17(a))。 在 新 坐标 系 x'Oy' 中 ，x' 轴 方向 的 线 应 变 即 为 e。 xOy 中 
的 直角 改变 量 即 为 y。。 


图 7.17 


首先 研究 线 应 变 se 。 如 图 7.17@b) 所 示 ， 当 只 有 线 应 变 S. hF, ЖҰ OABC 在 变形 后 成 
Ж OA'B'C , ВВ'=АА=єйх: 作 图 使 08=OD ЛІ ОВ х 轴 向 的 伸 长 量 ， 且 
DB' = 8B'coswc， 则 立轴 向 的 线 应 变 =。 为 
ре DB' е ВВ соза Е =,йхсоѕа =вусд ш (726) 
ОВ ЯАх/сова dx/cosa 
мажар, 的 情况 下 ( 见 图 7.17(c))， 同 理 可 得 x' 轴 向 的 线 应 变 sw 为 


EE 
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_ DB" BB’sing Erdysincw 
“OB _ dy/sina J dy/sina 
如 图 7.17(d) 所 示 ， 当 只 有 切 应 变 y,, 时 ， ВВ” ~ BB'dytan y, , 08=dy/sina ， 则 在 
x 轴 向 的 线 应 变 а 
= Dg" = ВВ" cosa = ы ыы? ss y, sina cosa (7.28) 
OB dy/smna dy/sina id 
Же, ғ,. yy 同时 存在 时 ， 由 三 加 原理 ，O 点 在 x 轴 向 的 线 应 变 в, 等 于 式 (7.26)、 
式 (7.27)、 式 (7.28) 的 代数 和 ， 即 
бы = +a +: = cos? AFE, sin? ағуы sin сова (7.29) 
式 (7.29) 经 三 角 函 数 变换 后 为 
62:86, %-%, 
2 + 
下 面 再 来 分 析 任 意 方向 的 切 应 变 。 。 切 应 变 y。 是 直角 x'Oy 的 变化 ， 在 只 有 应 变 s, 的 
情况 下 ， 由 图 7.17() 可 见 ， 线 段 ОВ 与 轴 Ox' 之 间 产 生 了 转角 ps (约定 顺 时 针 方 向 为 正 ， 
逆 时 针 方 向 为 负 ， 下 同 )， 即 


=s, sin2 а (7.27) 


а2 


баз = 


ga cos2æ +7 sin20 (7.30) 


BD e dxsin z 
кый OB dx/cosa 
在 只 有 线 应 变 є [ЙН FOLE 7.17(с)), 线段 OB 与 Ox' 之 间 产 生 了 转角 为 ps BI 
«-ЙВ ғ/уова |. 7.32 
PT Чуй =-é, sinz cosa (7.32) 
在 只 有 切 应 变 。 的 情况 下 (图 7.18(d))， 线 段 OB 与 Ox' 之 间 产 生 了 转角 为 pm， 即 


= взш æ сова (7.31) 


ч D"B _ y dysina 
Ме ОВ ау /ѕіп а 
У, 同时 作用 下 ， 线 段 OB 产生 的 总 转角 we 由 式 (7.31)、 式 (7.32)、 式 (7.33) 


= sin2 а (7.33) 


在 s,、 E> 
县 加 ， 即 
Pa = Фа + Ф + @,, = ё, sina COSA — E, SiN A COSA + у, sin? а 
在 上 式 中 的 < 用 90*+e 代替 ， 即 得 到 Oy 轴 的 转角 变化 mv H 
Porsa = —8, SİN A cosa + E, SİN Æ COS Æ + y, cos’ а 
ДЕИ 0,5 Owie 时 都 是 按 顺 时 针 转 动 为 正 ， 而 切 应 变 是 以 原来 的 直角 减 小 为 
正 ， 因 而 x 方 向 的 切 应 变 为 
Ya = Фу — @, = 26, sina cosa +2, sina cosa +y, (cos? a-sin’ а) 


上 式 可 变换 为 


Ха — 5 in Зас? совда (7.34) 
2 2 2 


7.52 主 应 变 及 其 方向 
在 已 知 s. г, fly, 的 应 变 状 态 下 ， 利 用 式 (7.33)、 式 (7.34) 可 求 得 单元 体 任意 方向 的 


SE 
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线 应 变 和 切 应 变 。 为 方便 分 析 ， 不 妨 将 式 (7.33)、 式 (7.34) 列 在 一 起 ， 并 稍 作 变 化 为 


_ e, бр= 


Ea 
2 


(J 55 СЕЕ je 
2 2 2 

上 述 两 式 与 式 (7.3)、 式 (7.4) 有 完全 相同 的 形式 ， 引 用 平面 应 力 状态 下 的 结论 ， 切 应 变 
为 零 的 方位 上 的 线 应 变 称 为 主 应 变 ， 主 应 变 的 方向 由 式 (7.35) 确 定 ， 即 


ғ, 1 à 
= toza- ma 


7» 
Бад (7.35) 
E —E, ғ,-в, 
2 
两 个 主 应 变 大 小 为 
z 2 
Ян ыы, | жылан, (7.36) 
е, 2 2 4 


对 于 各 向 同性 材料 ， 正 应 力 仅 引 起 正 应 变 。 因 而 ， 任 意 点 处 的 主 应 变 方向 与 相应 的 主 
应 力 方 向 相同 ， 且 主 应 变 的 顺序 也 与 主 应 力 一 致 。 


753 ”应 变 的 测量 


测量 构件 上 一 点 处 的 线 应 变通 常 采用 电阻 应 变 片 。 电 阻 应 变 片 相当 于 一 段 电 阻 丝 ， 测 
量 时 将 其 粘贴 在 构件 表面 的 测 点 处 ， 随 同 构件 一 起 变形 。 当 构件 上 的 测 点 处 是 伸 长 变形 
时 ， 电 阻 丝 的 长 度 增加 ， 直 径 减 小 ， 从 而 使 电阻 丝 的 电阻 值 增加 ， 如 测 点 处 是 缩短 变形 
时 ， 电 阻 值 会 减 小 。 再 将 应 变 片 接 入 特定 的 电路 中 ， 通 过 电阻 应 变 仪 测 出 一 点 处 线 应 变 的 
大 小 。 


电阻 应 变 片 的 典型 结构 如 图 7.18(a) 所 示 ， 由 一 定 长 度 的 绝缘 纸 
很 细 的 电阻 丝 绕 成 栅 状 ， 粘 贴 在 两 片 绝缘 纸 之 间 ， 两 端 接 出 
引线 供 连接 电路 用 。 之 所 以 做 成 栅 状 是 因为 既 希 望 增加 电阻 ТТ 


丝 长 度 ， 达 到 增加 电阻 变化 量 、 提 高 测量 精度 的 目的 ， 又 希 
望 减 小 应 变 片 的 长 度 ， 以 反映 “一 点 ”处 的 应 变 。 工 程 测量 
中 大 都 采用 由 专门 工厂 生产 的 泊 式 应 变 片 ( 见 图 7.18(b))， 它 
是 利用 光 刻 技术 将 电阻 材料 腐蚀 成 栅 状 ， 然 后 粘 固 于 两 层 塑 
料 薄膜 之 间 制 成 。 @ © 
平面 应 变 状态 的 3 个 应 变 分 量 e. 、e 和 思 th, e> 图 7.18 


x 


导线 接头 


ПЕ 


2 用 电阻 应 变 片 来 测量 比较 简单 ， 只 要 在 粘贴 应 变 片 时 保 

证 应 变 片 长 度 方向 与 线 应 变 方向 一 致 ， 而 切 应 变 у, 就 不 能 由 应 变 片 直 接 测 出 。 切 应 变 7w 
可 通过 测量 直角 应 片花 的 3 个 应 变 值 间接 求 出 。 如 图 7.19(a) 所 示 ， 直 角 应 变 花 是 由 3 个 应 
变 片 按 45 间隔 分 布 后 固定 在 塑料 膜 上 ， 其 位 置 精度 由 生产 厂家 严格 保证 。 测 量 时 只 要 使 
应 变 花 的 su 应变 片 与 x 轴 保 持 一 致 ， 则 应 变 花 上 的 3 个 应 变 值 s。 ғ, 和 ax 分 别 是 w 角 


在 0"、45”、90 "方向 上 的 线 应 变 。 将 w 角 等 于 0" 45°, 90° 分 别 代入 式 (7.30) 可 得 


[те] 
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Гу = E 
PA -+ 他 (137) 
Ew =E, 
3 个 应 变 分 量 s. є fly, 分 别 为 
去 =ë 
E, = беу (7.38) 


Уу = 28у — (65 + бу) 
由 式 (7.38) 可 知 ， 切 应 变 y, 是 由 测量 3 个 方向 的 线 应 变 确定 的 。 
在 测量 出 直角 应 变 花 的 3 个 应 变 值 am 、ss 和 yw 后 ， 可 将 式 (7.38) 代 入 式 (7.35)、 式 
(7.36) 求 得 一 点 处 的 主 应 变 和 主 方向 ， 经 整理 后 为 
外 Ev + Eo = 02 


ёз 


(=, -;) %(6;- 2) (7.39) 


A —(&у +) 
Ey — Eoy 


应 变 测量 中 ， 有 时 也 采用 60 应 变 花 ， 或 称 等 角 应 变 花 ， 如 图 7.19(b) 所 示 。 


tan2c = (7.40) 


图 7.19 
例 76 试 利用 图 7.20(a) 所 示 的 纯 剪 切 应 力 状态 的 单元 体 ， 证 明 各 向 同性 材料 的 3 个 
弹性 常数 E、G 和 人 之 间 有 下 列 关系 ( 即 式 (7.15))。 
Ж. 在 纯 剪 切 应 力 状态 下 的 单元 体 ， 其 平面 应 变 状态 的 3 个 应 变 分 量 为 


Er=5y=0 


WH: 图 7.20(a) 所 示 单元 体 在 切 应 力作 用 下 ， 由 切 应 变 符号 约定 可 知 y, 为 负 。 
由 式 (7.30) 可 知 ， 单 元 体 在 45° 方向 上 的 线 应 变 ,为 
25 _ т (а) 


Ep =— =—— 
a 2G 
纯 剪 切 应 力 状态 下 ， 单 元 体 在 < = 45. а =-45 的 截面 上 有 最 小 的 主 应 力 和 最 大 主 应 


力 ，3 个 主 应 力 为 


оу=т, O,=0, о; =-т 
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图 7.20 
根据 平面 主 应 力 状 态 下 的 广义 胡 克 定律 ， 由 式 (7.18) 有 
дету СЕР 
Ess = ж) Е т (b) 
比较 式 (a) 与 式 (b)， 有 


Ма ГИШИ 
201+) 


76 空间 应 力 状态 下 的 应 变 能 密度 


在 单 轴 应 力 状 态 下 ， 构 件 内 积蓄 的 应 变 能 密度 由 式 (2.10) 给 出 ， 即 


о, =1оғ (741) 
2 


在 三 向 应 力 状 态 下 ， 弹 性 体 的 应 变 能 在 数值 上 仍 等 于 外 力 所 做 的 功 ， 其 应 变 能 大 小 只 
取决 于 外 力 的 最 终 数值 ， 而 与 加 力 次 序 无 关 。 图 7.21(a) 所 示 的 三 向 主 应 力 状态 下 的 单元 
体 ， 对 于 每 一 个 主 应 力 ， 其 应 变 能 密度 可 以 视 作 该 主 应 力 在 相应 方向 的 主 应 变 上 所 做 的 
功 ， 而 其 他 两 主 应 力 在 该 主 应 变 上 不 做 功 。 因 此 ， 三 向 应 力 状态 下 的 应 变 能 密度 为 


о, = са +0, +036) (7.42) 


£ 
вы=з(в+оу+о)) 


7.21 


由 广义 胡 克 定律 式 (7.18)， 可 将 式 (7.42) 表 达 为 应 变 能 密度 与 主 应 力 的 关系 式 ， 经 整理 
后 得 


1 
2E 
在 一 般 情 况 下 ， 单 元 体 都 将 同时 产生 体积 变化 和 形状 改变 。 将 图 7.21(a) 所 示 单 元 体 分 


0,---ібі +o; +o; —2(оүо, +0,0, +001] (7.43) 
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解 为 图 7.21(b)、(e) 所 示 两 种 单元 体 ， 其 中 о, 称 为 平均 应 力 ， 即 
с, = +o, +о,) (7.44) 
在 图 7.21(b) 所 示 单 元 体 应 力 状态 中 ， 因 为 每 个 面 上 的 主 应 力 o, 相等 ， 所 以 ， 单 元 体 


仅 发 生体 积 变 化 ， 而 形状 不 会 改变 。 这 种 应 力 状态 下 的 单元 体 应 变 能 密度 称 为 体积 改变 能 
密度 ， 用 ,表示 。 将 式 (7.44) 代 入 式 (7.43)， 经 整理 后 得 


1 2 
о “sis. +о +02 -2и(о +o} +02)] 


ышы. зако (7.45) 
国人 
体积 不 发 生变 化 ， 仅 发 生 形状 的 改变 ， 这 种 状态 下 的 应 变 能 密度 称 为 形状 改变 能 密度 (也 称 
畸变 能 密度 )， 用 几 表 示 。 将 图 7.21 中 的 (ci -cs) (о, 一 0。)、(o; 一 0,) 分 别 代替 式 (7.43) 
中 的 o,、o,、o3， 经 整理 简化 后 得 


v, (о - s,)° +(0,—0) + (о, -0)] (7.46) 


77 ”强度 理论 及 应 用 


众所周知 ， 单 向 应 力 状态 和 纯 剪 切 应 力 状 态 下 材料 失效 时 的 极限 应 力 值 ， 是 直接 由 试 
验 确定 的 。 但 是 ， 对 于 空间 应 力 状态 下 则 不 能 。 主 要 基于 两 个 方面 的 原因 : 一 方面 是 空间 
应 力 状态 各 式 各 样 ， 各 面 上 的 应 力 组 合 有 无 穷 多 种 ， 不 可 能 一 一 通过 试验 来 确定 材料 失效 
时 的 极限 应 力 ， 另 一 方面 ， 空 间 应 力 状 态 的 试验 在 技术 条 件 上 也 较 拉 伸 、 扭 转 试验 困难 得 
多 。 因 此 ， 为 了 建立 空间 应 力 状态 下 的 强度 条 件 ， 就 需要 分 析 导 致 材料 破坏 的 原因 ， 提 出 
材料 破坏 或 失效 假设 ， 这 类 假设 称 为 强度 理论 。 大 量 试验 表明 ， 无 论 应 力 状态 多 么 复杂 ， 
材料 在 常温 、 静 载 作用 下 主要 发 生 两 种 破坏 或 失效 的 形式 : 一 种 是 在 没有 明显 的 塑性 变形 
情况 下 发 生 突然 断裂 ， 称 为 脆性 断裂 ， 如 和 铸铁 试 样 的 拉 伸 和 扭转 时 的 破坏 ， 另 一 种 是 材料 
产生 显著 的 塑性 变形 而 使 构件 丧失 正常 工作 能 力 ， 称 为 塑性 屈服 ， 如 工程 中 一 些 钢 质 构件 
虽然 没有 断裂 ， 但 由 于 严重 变形 而 报废 。 通 过 长 期 的 生产 实践 和 科学 研究 ， 根 据 这 两 种 破 
坏 形 式 ， 许 多 学 者 提出 了 关于 空间 应 力 状态 下 材料 破坏 的 多 种 假设 。 一 些 假设 认为 ， 材 料 
之 所 以 按 某 种 方式 破坏 或 失效 ， 是 由 应 力 、 应 变 或 应 变 能 等 因素 中 的 某 一 因素 引起 ， 但 没 
有 一 种 假设 能 适用 所 有 材料 的 破坏 或 失效 。 假 设 是 否 正 确 、 适 于 何 种 情况 ， 还 必须 由 实践 
来 检验 。 本 节 主 要 介绍 工程 中 较 常 用 的 4 种 强度 理论 。 


7.7.1 4 种 常用 强度 理论 


根据 材料 破坏 失效 的 两 种 形式 一 一 届 服 或 断裂 ， 强 度 理论 也 分 为 两 大 类 : 第 一 类 强度 
理论 是 解释 材料 脆性 断裂 破坏 的 ， 包 括 最 大 拉 应 力 理论 和 最 大 促 长 线 应 变 理论 ， 第 二 类 强 
度 理论 是 解释 材料 屈服 破坏 的 ， 包 括 最 大 切 应 力 理论 和 畸变 能 密度 理论 。 
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1， 最 大 拉 应 力 理论 (第 一 强度 理论 ， 


这 一 理论 认为 ， 引 起 材料 断裂 破坏 的 主要 因素 是 最 大 拉 应 力 。 即 无 论 材料 处 于 何 种 应 
力 状 态 ， 只 要 最 大 拉 应 力 o 达 到 材料 的 极限 应 力 oc,， 材 料 就 发 生 脆 性 断裂 。 根 据 这 一 理 


论 ， 材 料 发 生 破坏 的 条 件 为 


o, =o, (7.47) 
将 材料 极限 应 力 o, 除 以 安全 系数 得 到 许 用 应 力 ， 所 以 按 第 一 强度 理论 建立 的 强度 条 件 为 
o, < [o] (7.48) 


这 一 理论 与 脆性 材料 (如 铸铁 、 石 料 等 ) 的 拉 伸 、 扭 转变 形 试验 能 较 好 地 吻合 。 式 (7.47) 
中 о, 是 材料 脆 断 时 极限 应 力 。 对 于 塑性 材料 ， 在 没有 发 生 断 裂 前 已 因 塑 性 屈服 而 失效 ， 故 


不 能 适应 该 理论 。 此 外 ， 对 于 没有 拉 应 力 的 状态 如 单 轴 压 缩 、 三 向 压缩 等 也 无 法 应 用 。 

2. 最 大 伸 长 线 应 变 理论 (第 二 强度 理论 ) 

这 一 理论 认为 ， 引 起 材料 断裂 破坏 的 主要 因素 是 最 大 伸 长 线 应 变 。 即 无 论 材 料 处 于 何 
种 应 力 状态 ， 只 要 最 大 伸 长 线 应 变 己 达到 材料 在 单 轴 拉 伸 时 的 极限 应 变 值 a, ， 材 料 就 发 生 


脆性 断裂 。 根 据 这 一 理论 ， 材 料 发 生 破坏 的 条 件 是 
& ==, (7.49) 


对 于 脆性 材料 来 说 ， 认 为 在 断裂 破 坏 前 近似 服从 胡 克 定律 ， 式 (7.49) 右 边 的 极限 应 变 
在 单 轴 拉 伸 时 为 ,= 委 。 在 空间 应 力 状态 下 ， 由 广义 胡 克 定律 ， 式 (7.49) 左 边 的 最 大 他 
长 线 应 变 & 为 


a =l, ~ (o, оі (7.50) 
将 武 (7.50) 代 入 武 (7.49)， 材 料 破坏 条 件 变 为 

o, — (o, +03) =0, (7.51) 
在 引入 安全 系数 后 ， 按 第 二 强度 理论 建立 的 强度 条 件 为 

o,- ulo, +0,) S [o] (159 


AP, [o] 为 材料 在 单 轴 拉 伸 时 发 生 断 裂 的 许 用 拉 应 力 。 

这 一 理论 能 较 好 地 解释 混凝土 、 石 料 等 脆性 材料 ( 抗 拉 能 力 极 差 ) 在 压缩 试验 中 出 现 纵 
向 开裂 的 现象 。 但 显然 不 适 于 塑性 材料 ， 因 为 塑性 材料 断裂 破坏 前 早已 不 服从 胡 克 定律 
了 。 此 外 ， 对 于 脆性 材料 以 拉 应 力 为 主 的 情况 ， 如 二 轴 、 三 轴 受 拉 ， 由 式 (7.52) 的 计算 结果 
认为 比 单 轴 拉 伸 更 不 易 断 裂 ， 这 与 试验 结果 不 相符 。 因 此 ， 最 大 伸 长 线 应 变 理 论 只 适 于 脆 
性 材料 以 压 应 力 为 主 ( 不 包括 三 轴 压 缩 ) 的 情况 。 这 一 理论 只 与 少数 脆性 材料 受 压 试验 结果 
吻合 ， 而 像 铸 铁 材 料 在 单 轴 压 缩 破坏 时 ， 断 面 形式 就 与 此 理论 不 符 。 


3. 最 大 切 应 力 理论 (第 三 强度 理论 ) 


这 一 理论 认为 ， 引 起 材料 届 服 破坏 的 主要 因素 是 最 大 切 应 力 。 即 无 论 材料 处 于 何 种 应 
力 状 态 ， 只 要 最 大 切 应 力 re 达 到 材料 在 单 轴 拉 伸 时 的 切 应 力 极限 值 x ， 材 料 就 发 生 塑 性 


届 服 破坏 。 根 据 这 一 理论 ， 材 料 发 生 屈服 破坏 的 条 件 为 
(7.53) 


"5 [A 
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对 于 单 轴 拉 伸 ， ee 屈服 极限 二 ， 材 料 出 现 届 服 。 此 时 ，45° RHR 
上 的 切 应 力 极 限 值 , = 。 三 向 主 应 力 状 态 下 最 大 切 应 力 т „М 


= 


s (7.54) 

式 (7.54) 代 入 式 (7.53)， 材 料 届 服 破坏 的 条 件 变 为 

o, —o, =o, (7:55) 

引入 安全 系数 后 ， 得 到 第 三 强度 理论 的 强度 条 件 为 

о-о; < [c] (7.56) 

这 一 理论 能 较 好 地 描述 塑性 材料 的 屈服 现象 ， 如 低 碳 钢 拉 伸 至 屈服 时 ， 沿 与 试 样 轴线 
45 "方向 上 出 现 斜 纹 。 第 三 强度 理论 没有 考虑 到 主 应力 с, 的 影响 ， 与 试验 结果 的 吻合 度 不 
够 。 实 践 表 明 ， 这 一 理论 建立 的 强度 条 件 更 偏 于 安全 且 便于 计算 ， 因 此 在 工程 中 得 到 广泛 
应 用 。 

4. 畸变 能 密度 理论 (第 四 强度 理论 ) 

这 一 理论 利用 了 形状 改变 能 密度 进行 分 析 ， 又 称 为 形状 改变 能 密度 理论 。 它 认为 ， 引 
起 材料 屈服 破坏 的 主要 因素 是 畸变 能 密度 。 即 无 论 材料 处 于 何 种 应 力 状 态 ， 只 要 单元 体内 
畸变 能 密度 内 达到 材料 单 轴 拉 伸 时 畸变 能 密度 的 极限 值 w ， 材 料 就 发 生 屈 服 破坏 。 根 据 
这 一 理论 ， 材 料 发 生 届 服 破坏 的 条 件 为 


D; =, (7:87) 
ЖЕҢНІҢ, BREN, > 3 个 主 应 力 为 =o,、o, =o3 =0， 将 3 个 主 应力 代 
入 式 (7.46) 得 单 轴 拉 伸 时 畸变 能 密度 极限 值 几 为 


їн 0 7.58 
Da = ЗЕ 6; (7.58) 

三 向 应 力 状 态 下 的 畸变 能 密度 为 
о, = “цо, -0,) + (о, —o,)° + (о, —o,)°] (7-59) 


将 式 (7.59)、 式 (7.58) 代 入 式 (7.57)， 材 料 发 生 届 服 破 坏 的 条 件 为 


Тө, 0) +(о; -0,} +(0, -0)]=0, 
引入 安全 系数 后 ， 便 得 到 第 四 强度 理论 的 强度 条 件 为 
а-о 6.07 6,9110] (7.60) 
第 四 强度 理论 强调 的 影响 因素 是 引起 材料 产生 形状 改变 的 畸变 能 密度 ， 从 本 质 上 揭示 
了 塑性 材料 由 量变 到 质变 的 届 服 过 程 。 试 验 表 明 ， 该 理论 比 最 大 切 应 力 理论 更 符合 试验 
结果 。 
根据 式 (7.48)~ 式 (7.60)， 可 以 将 4 个 强度 理论 的 强度 条 件 写成 
o, <[0] (7.61) 
RH, о 为 相当 应 力 ， 它 是 由 3 个 主 应 力 按 一 定形 式 组 合 而 成 。 按 第 一 强度 理论 到 第 四 强 
度 理论 的 顺序 ， 相 当 应 力 分 别 为 


тес | 


о, 
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S, — (о, +0,) 


o, —o, (7.62) 
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о, - fia, -0,} +(о, -0,} + (0, -0;}] 


7.7.2 ”强度 理论 的 应 用 


由 前 面 分 析 可 知 ， 脆 性 材料 如 铸铁 、 混 凝 土 、 石 料 等 的 失效 形式 以 脆 断 为 主 ， 宣 采用 
第 一 、 第 二 强度 理论 ;塑性 材料 如 碳 钢 、 铜 、 铝 等 的 失效 形式 是 以 屈服 为 主 ， 宣 采用 第 
三 、 第 四 强度 理论 。 但 试验 表明 ， 即 使 是 同一 种 材料 ， 不 同 的 应 力 状 态 下 也 有 可 能 出 现 不 
同 的 失效 形式 。 例 如 ， 碳 钢 在 单 轴 拉 伸 下 的 失效 形式 是 届 服 ， 但 碳 钢 制 成 的 螺纹 部 分 受 拉 
时 就 无 明显 塑性 变形 ， 而 沿 螺纹 根部 截面 发 生 脆性 断裂 ， 此 时 螺纹 根部 因应 力 集中 出 现 了 
三 向 拉 伸 应 力 状态 。 又 如 铸铁 在 单 轴 拉 伸 时 的 失效 形式 是 脆 断 。 但 如 将 一 个 高 硬度 的 淳 火 
钢 球 压 在 铸铁 板 上 ， 缓 慢 地 施加 压力 ， 压 力 到 达 一 定 值 时 ， 铸 铁 板 上 会 出 现 明显 的 四 坑 ， 
表明 铸铁 受 力 点 附近 材料 产生 了 塑性 屈服 ， 这 是 因为 受 力 点 附近 单元 体 呈 三 向 压 应 力 状态 。 

根据 试验 资料 ， 可 将 4 种 强度 理论 的 应 用 范围 归纳 如 下 。 

(1) 4 种 强度 理论 均 须 在 下 列 条 件 下 应 用 : 常温 、 静 载 、 各 向 同性 材料 。 

D 在 三 轴 拉 应 力 (相近 ) 状 态 下 ， 无 论 是 脆性 材料 还 是 塑性 材料 都 会 发 现 脆 断 ， 宣 采 
用 最 大 拉 应 力 理论 。 

(3) 在 三 轴 压 应 力 (相近 ) 状 态 下 ， 无 论 是 脆性 材料 还 是 塑性 材料 ， 通 常 都 产生 屈服 失 
效 ， 一 般 采 用 畸变 能 密度 理论 。 

(4) 对 于 脆性 材料 ， 在 二 轴 拉 伸 应 力 状 态 下 ， 或 以 拉 应 力 为 主 的 应 力 状态 ， 应 采用 最 
大 拉 应 力 理论 ， 在 以 压 应 力 为 主 的 应 力 状态 下， 可 采用 最 大 仲 长 线 应 变 理论 ， 对 于 拉 应 力 
和 压 应 力 同 时 存在 的 应 力 状态 ， 宜 采用 莫 尔 强度 理论 (可 参照 有 关 教 材 )。 

(5) 对 于 塑性 材料 ， 除 三 向 拉 应 力 状 态 外 ， 各 种 复杂 应 力 状态 下 都 会 产生 届 服 失效 
一 般 采 用 最 大 切 应 力 理论 或 畸变 能 密度 理论 。 前 者 计算 简单 ， 计 算 结 果 偏 于 安全 ;后 者 与 
试验 结果 更 为 接近 。 

利用 强度 理论 ， 可 由 材料 单 轴 拉 伸 的 许 用 拉 应 力 [ac] 推 导出 材料 在 纯 剪 切 应 力 状 态 下 
的 许 用 切 应 力 [r] 。 在 纯 剪 切 应力 状 态 下 ，3 个 主 应 力 为 

ai=T，oz=0，a03= 一 7 


对 于 低 碳 钢 等 塑性 材料 ， 若 按 畸 变 能 密度 理论 建立 强度 条 件 ， 由 式 (7.60) 可 得 
ше үне 0) 000 (е0) 432 [0] 


Bp 


с<191 
~ 
ЖЕХНЖ Bj UJ J Kas КИЛКИ т < [r] А БЕ, у ЭКБ ВЈ JJ 
状态 下 的 许 用 切 应 力 [z] ， 与 单 轴 拉 伸 时 的 许 用 拉 应 力 [ao] 之 间 的 关系 为 


EE [A 
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四 -多 -0577o] (7.63) 


目前 在 钢 结构 设计 规范 中 ， 基 本 上 是 按 式 (7.63) 由 低 碳 钢 的 许 用 拉 应 力 来 规定 许 用 切 应 
力 的 。 在 有 的 设计 规范 中 ， 规 定 [r]=0.5[o] ， 这 是 按 最 大 切 应 力 理论 的 强度 条 件 推出 的 。 
同 理 ， 对 于 铸铁 类 的 脆性 材料 ， 应 用 最 大 拉 应 力 理论 和 最 大 伸 长 线 应 变 理论 ， 可 推导 出 材 
料 许 用 切 应 力 [7] 与 许 用 拉 应 力 [o] 的 关系 为 

[r]=(0.8~ Dio] (1.64) 

例 7.7 已 知 灰 铸铁 构件 上 危险 点 处 的 应 力 状态 如 图 7.22 所 示 。 若 铸铁 材料 的 许 用 拉 

应 力 [o]=30MPa ， 试 校 核 该 点 处 的 强度 是 否 安全 。 


12МРа 
10МРа 
20МРа 


7.22 


解 : (1) 应 力 状 态 分 析 。 
该 点 为 平面 应 力 状 态 ， 两 个 主 应 力 为 


| 的， 全 人 97 А 
Gs 多 2 Ы 


2 
-20+121 ==) +10} 
2 2 
28.8 
-全 (МРа) 


3 个 主 应 力 为 : a =28.8МРа, с, =3.2МРа, о, =0. 

(2) 强度 校 核 。 

该 危险 点 是 平面 应 力 状态 ， 为 二 向 拉 伸 应 力 状态 ， 构 件 材料 是 脆性 材料 ， 故 采用 最 大 
拉 应 力 理论 下 的 强度 条 件 

a < [c] 

Ш, о = 28.28МРа <(с|-30МРа. 

故此 ， 和 危险 点 强度 是 足够 的 。 

例 7.8 两 端 简 支 的 钢 梁 承受 载荷 如 图 7.23(a) 所 示 ， 已 知 钢 梁 型 号 为 20а 工 字 钢 ， 材 
料 许 用 正 应 力 [c]=170MPa ， 许 用 切 应 力 r=100MPa 。 试 确定 梁 上 危险 点 并 校 核 强度 。 

解 : (1) 确定 梁 上 的 危险 点 。 

绘制 简 支 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 如 图 7.23(b)、(c) 所 示 。 从 内 力图 可 以 看 出 ， 梁 C 截面 
EWA D 截面 右 侧 上 有 最 大 的 剪 力 和 弯 矩 。 以 C 截面 为 例 ， 在 其 左 侧 横 截面 上 ， 妇 
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图 7.23(d9 所 示 ，2 点 有 最 大 的 拉 应 力 ， 切 应 力 为 零 , O 点 有 最 大 的 切 应 力 ， 正 应 力 为 零 ; 
而 在 腹 板 与 下 翼 缘 的 交界 处 的 a 点 既 有 较 大 的 正 应 力 ， 也 有 较 大 的 切 应 力 ， 且 为 平面 应 力 
状态 。 因 此 ，b、o、a 点 都 是 危险 点 。 
100kN 100kN 
0.4m 0.4 
2.5m 
(a) 
БМ J 
100 
(4) 
ШІ. 
(b) 100 
M/kKN-m 
40 
x (e) 
(с) 
图 7.23 


(2) 校 核 点 的 正 应 力 强度 。 
由 型 钢 表 查 得 20а 工 字 钢 截面 的 7 =2370cm*，W -237сш?» =172em, TF 


钢 截面 尺寸 可 简化 为 图 7.23(d) 所 示 尺 寸 。 
M. 40х10° 


с =-=- 


= JW 237х105 
=168.8х10°Ра =168.8MPa < [с]=170МРа 
满足 正 应 力 强度 条 件 。 
(3) Жо 点 的 切 应 力 强度 。 
_ S. 100x10° в 
b-I, 7х107х17.2х107 
=83.1х10°Ра = 83.1МРа < [г] =100МРа 
满足 切 应 力 强度 条 件 。 
(4) 校 核 a 点 处 的 强度 。 
а 点 处 为 平面 应 力 状态 ， 应 根据 该 点 c.、c, 、rw 求 出 主 应 力 状态 ， 再 由 强度 理论 校 
核 强度 。 如 图 7.23(e) 所 示 ， 该 点 的 正 应 力 a. 、 切 应 力 r。 为 


T max 


Е 


M... -y, 40x10'x(200/2—114)x10”, 
e = Ж 
z У А 2370x10 ° 
=149.5х108Ра = 149.5МРа 
Fa .S 100х10° х[11.4х100х(100—11.4/2) |10 
„шш ӨЫ... Ра 
4 Ы. 7x10 х 2370х10* 
= 64.8x10 Pa = 64.8МРа 
对 于 图 7.23(e) 所 示 单 元 体 ， 主 应 力 为 


0-0, 


2 
с, с, 
----% (>) +т„? 
o, =O pin 2 2 
в 


因为 材料 为 碳 钢 ， 平 面 应 力 状态 为 拉 压 状态 ， 故 采用 第 三 、 第 四 强度 理论 来 校 核 a 点 
强度 ， 由 最 大 切 应 力 理论 的 强度 条 件 有 
сз =o, =o, = |o? + 4:2, =V149.5 +4х64.8°МРа =197.9MPa > [o] =170MPa 


由 畸变 能 密度 理论 强度 条 件 有 
@ =a H, -0,) + (0, —o,)° + (о, -0,)] = е? +372 


= 149.57 +3 64.8? МРа =186.9МРа > [с] =170МРа 
尽管 由 第 四 强度 理论 计算 出 a 点 的 相当 应 力 较 第 三 强度 理论 计算 出 的 小 ， 但 还 是 大 于 


许 用 正 应 力 [c] , R efel, 10096-156210 109% =10% > 之 5%， 说 明 梁 的 截面 尺寸 
с 


不 能 满足 强度 要 求 ， 需 要 改选 较 大 型 号 的 工 字 梁 。 选 用 20b 工 字 钢 后 ， 重 新 计算 
au =164.2MPa < [с]. 。 因 此 ， 此 工 字 梁 应 改 为 20b 型 工 字 钢 才能 满足 强度 要 求 。 
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受 力 构 件 一 点 处 不 同方 位 截面 上 的 应 力 的 集合 ， 称 为 该 点 的 应 力 状 态 。 单 元 体 上 有 一 
对 面 上 总 是 不 存在 应 力 时 ， 称 为 平面 应 力 状态 ; 单元 体 所 有 面 上 均 存 在 应 力 时 ， 称 为 空间 
应 力 状态 。 单 元 体 中 三 对 互相 垂直 的 面 上 只 有 正 应 力 ， 而 切 应 力 等 于 零 ， 这 样 的 面 称 为 主 
平面 ， 主 平面 上 的 正 应 力 称 为 主 应 力 。 

材料 破坏 失效 有 屈服 或 断裂 两 种 形式 。 强 度 理论 也 分 为 两 大 类 ， 第 一 类 强度 理论 是 解 
释 材 料 脆性 断裂 破坏 的 ， 包 括 最 大 拉 应 力 理论 和 最 大 伸 长 线 应 变 理论 ， 第 二 类 强度 理论 是 
解释 材料 届 服 破坏 的 ， 包 括 最 大 切 应 力 理论 和 上 畸变 能 密度 理论 。 

最 大 拉 应 力 理论 (第 一 强度 理论 ) 认 为 ， 引 起 材料 断裂 破坏 的 主要 因素 是 最 大 拉 应 力 。 
即 无 论 材料 处 于 何 种 应 力 状态 ， 只 要 最 大 拉 应 力 达到 材料 的 极限 应 力 ， 材 料 就 发 生 脆 性 断 
裂 。 最 大 伸 长 线 应 变 理论 (第 二 强度 理论 ) 认 为 ， 引 起 材料 断裂 破坏 的 主要 因素 是 最 大 伸 长 
线 应 变 ， 无 论 材 料 处 于 何 种 应 力 状态 ， 只 要 最 大 伸 长 线 应 变 达到 材料 在 单 轴 拉 伸 时 的 极限 
应 变 值 ， 材 料 就 发 生 脆 性 断裂 。 最 大 切 应 力 理论 (第 三 强度 理论 ) 认 为 ， 引 起 材料 届 服 破坏 
的 主要 因素 是 最 大 切 应 力 ， 无 论 材 料 处 于 何 种 应 力 状态 ， 只 要 最 大 切 应 力 达 到 材料 在 单 轴 


第 7 章 应力 状态 和 强度 理论 @ 


拉 伸 时 的 切 应 力 极限 值 ， 材 料 就 发 生 塑 性 屈服 而 破坏 。 畸 变 能 密度 理论 (第 四 强度 理论 ) 认 
为 ， 引 起 材料 屈服 破坏 的 主要 因素 是 畸变 能 密度 ， 无 论 材 料 处 于 何 种 应 力 状态 ， 只 要 单元 
体内 畸变 能 密度 达到 材料 单 轴 拉 伸 时 畸变 能 密度 的 极限 值 ， 材 料 就 发 生 屈 服 破坏 。 

对 于 脆性 材料 ， 以 拉 应 力 为 主 的 应 力 状 态 ， 采 用 最 大 拉 应 力 理论 ; 在 以 压 应 力 为 主 (不 
含 三 向 压缩 ) 的 应 力 状态 下 ， 采 用 最 大 伸 长 线 应 变 理 论 。 对 于 塑性 材料 ， 除 三 向 拉 应 力 状态 
外 ， 一 般 采 用 最 大 切 应 力 理论 或 畸变 能 密度 理论 。 


м RH 


74 试 从 习题 7.1 图 所 示 各 结构 中 指定 点 4 处 取出 单元 体 ， 并 标明 该 点 的 应 力 状态 。 
S8kN-m 12kKNm 4KNm 


A 25N A 10kN ор | 
% 
Тоа im | ш} gso OSm 2m gio 


@) ® 
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习题 7.1 图 
72 ”如 习题 7.2 图 所 示 一 横 截面 面积 为 4 的 铜 质 圆 杆 ， 两 端 固定 。 已 知 铜 的 线 胀 系数 
cx=2x105(C) ， 弹 性 模 量 已 =110GPa， 当 铜 杆 温 度 升 高 SO0C 时 ， 试 求 铜 杆 上 А 点 处 所 示 


单元 体 的 应 力 状态 。 
73 ”如 习题 73 图 所 示 两 块 铜板 由 斜 焊 颖 焊接 ， 焊 颖 材料 的 许 用 应 力 [c]=145MPa， 


板 料 宽 b =200mm， 板 厚 г =10mm， 焊 缝 夹 角 如 图 示 ， 试 求 此 焊 颖 所 能 承担 的 许可 拉力 


[F]. 
yi 30° i 
еі кш] 


习题 7.2 习题 7.3 图 
74 在 习题 7.4 图 所 示 各 单元 体 中 ， 试 用 解析 法 和 图 解法 求 指定 斜 截面 上 的 应 力 值 。 
75 已 知 单元 体 的 应 力 状态 如 习题 7.5 图 所 示 。 试 利用 解析 法 和 图 解法 求 : 
а) 主 应 力 大 小 ， 主 平面 位 置 。 


17. 2 
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(2) 在 单元 体 绘 出 主 平面 位 置 和 主 应 力 方向 。 
(3) 极 值 切 应 力 及 所 在 平面 。 


80МРа Ини 
40МРа 
40MPa 
30° 
45° 
@ ® © @ 
习题 7.4 图 
30MPa 20MPa 10MPa 20MPa 
— 
| 80MPa 40MPa 70MPa 60MPa 
10MPa 30MPa 20MPa 
@) ® © @ 
习题 7.5 图 


76 习题 7.6 图 所 示 锅 炉 内 径 D=lm， 壁 厚 3=10mm ， 内 部 蒸汽 压强 p =4MPa。 试 


(1) 圆 简 壁 内 任意 点 处 的 主 应 力 ai с, 及 图 示 平 面 内 的 极 值 切 应 力 。 


(2) ЖН ab 上 的 正 应 力 和 切 应 力 。 


习题 7.6 


77 已 知 平面 应 力 状态 下 某 点 的 两 个 平面 上 ， 应 力 如 习题 7.7 图 所 示 ， 单 位 为 MPa， 
试 求 主 应 力 大 小 和 主 平面 位 置 ， 并 用 单元 体 表示 出 来 。 


45 


25/3. 
25/3 
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78 习题 7.8 图 所 示 为 a, b. с, d. е 5 个 平面 应 力 状态 的 应 力图 ， 试 用 单元 体 表示 
各 应 力 圆 所 对 应 的 主 应 力 状 态 。 

79 已 知 平面 应 力 状态 下 某 点 处 的 两 个 截面 上 的 应 力 如 习题 7.9 图 所 示 。 试 利用 应 力 
圆 求 该 点 处 的 主 应 力 和 主 平 面 ， 并 求 两 截面 间 的 夹 角 = o 


| 
38MPa 
b “ а 
28MPa 
SV А а 
À = Nee 
18 1 Ж 12 18 G/MPa ж 
114МРа 
习题 7.8 8 习题 7.9 图 


740 ” 某 点 处 的 应 力 如 习题 7.10 图 所 示 ， 已 知 主 应 力 o, =30МРа, z, = 20MPa , 
с, = 60MPa 。 试 用 解析 法 和 应 力 圆 求 另 一 主 应 力 c. 和 < fil 

741 已 知 和 矩形 截面 梁 某 横 截 面 上 的 弯 矩 和 前 力 分 别 为 M=15kN-m, F=100kN, WWR 
习题 7.11 图 所 示 1-5 点 的 应 力 状 态 及 主 应 力 。 


习题 7.10 图 习题 7.11 图 


742 各 单元 体 应 力 状 态 如 习题 7.12 图 所 示 ( 应 力 单位 为 MPa)， 试 用 应 力 圆 求 其 主 应 
力 及 极限 切 应 力 ， 并 图 示 极 限 切 应 力 所 在 平面 。 


40MPa 
| 60MPa | 70MPa 
50МРа 
@) ©) © 
习题 7.12 


743 习题 7.13 图 所 示 一 钢板 上 有 一 直径 为 d = 400mm 的 圆 ， 若 钢板 上 施加 有 应 力 ， 
已 知 钢板 的 弹性 模 量 E=210GPa, ЖАН u= 0.3 。 试 问 钢板 的 圆 会 变 成 何 种 形状 ? 并 计算 
圆 变形 后 的 尺寸 。 
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7144 ”如 习题 7.14 图 所 示 ， 矩 形 截面 钢 拉杆 的 轴 向 尺寸 ， 材 料 弹 性 模 量 E=210GPa, 
泊 松 比 = 0.3 ， 测 得 拉杆 中 心 线 处 В 点 与 轴线 成 30° 的 线 应 变 ar =3.25x10”。 试 求 轴 向 拉 
ЛЕ. 


30MPa F 


习题 7.13 图 习题 7.14 图 
715 ”如 习题 7.15 图 所 示 ， 一 简 支 梁 由 28а 工 字 钢 制 成 ， 测 得 中 性 层 上 D 点 处 沿 45” 
方向 的 线 应 变 s, =-2.6x105 。 若 材料 弹 模 量 E=210MPa， 材 料 的 泊 松 比 y=0.3。 试 确定 梁 
上 的 荷载 为 多 大 ? 。 
716 ”如 习题 716 图 所 示 ， 一 圆柱 面 上 一 点 贴 有 一 应 变 花 ， 若 受 外 力 后 测 得 直角 应 变 
化 在 3 个 方向 上 主线 应 变 分 别 为 ar -4х10%, б, -6х107, s, =-3x105 ， 若 材料 的 弹 
性 模 量 Е=208 GPa， 泊 松 比 w= 0.28 ， 试 求 该 点 主 应 力 及 方向 。 


S Ü 


习题 7.15 图 习题 7.16 图 
7.17 单元 体 应 力 状 态 如 习题 717 图 所 示 ， 已 知 材料 弹性 模 量 E=210GPa， 泊 松 比 
4= 0.3 ， 试 求 该 单元 体 的 应 变 能 密度 和 畸变 能 密度 。 
7.18 习题 718 图 所 示 两 端 封闭 的 铸铁 薄 壁 圆 简 ， 其 内 径 D= 100mm， 壁 厚 
5 =10mm， 承 受 内 压力 p=5MPa， 且 在 两 端 受 轴 向 压力 F= 100kN 作用 。 材 料 的 许 用 拉 伸 
应 力 [oc,]=40MPa 、 泊 松 比 = 0.25， 试 用 第 二 强度 理论 校 核 其 强度 。 


20MPa 20MPa 
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习题 7.17 图 习题 7.18 图 
719 炮 简 横 截面 如 习题 7.19 图 所 示 ， 在 危险 点 处 c, -550МРа» с, = -350MPa ， 第 
三 个 主 应 力 是 垂直 于 图 面 的 拉 应 力 ， 且 为 420MPa， 试 按 第 三 、 第 四 强度 理论 计算 其 相当 
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应 力 。 


720 “习题 720 图 所 示 为 一 简 支 工 字 梁 ， 由 钢板 焊接 而 成 ， 己 知 F=100KN， 材 料 的 许 


应 力 [o]=170MPa ，[z]=100MPa 。 试 校 核 翼 缘 与 腹 板 交 界 处 a 点 的 强度 。 


中 


习题 7.19 图 习题 7.20 图 
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<š 
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【本 章 学 习 重 点 】 

本 章 学 习 重 点 是 儿 谊 曲 、 拉 ( 压 ) 误 组 合 、 畜 捏 组 合 等 组 合 变形 杆 件 的 强度 计算 。 

【本 章 学 习 目 标 】 

. 理解 组 合 变形 的 概念 及 分 析 方法 一 先 分 解 或 简化 ， 后 登 加 。 

. 分 析 杆 件 在 组 合 变形 时 的 危险 截面 和 危险 点 的 位 置 。 

e 能 计算 针 这 曲 、 拉 ( 压 ) 畜 组 合 、 弯 扭 组 合 变形 杆 件 危险 点 的 最 大 应 力 ， 并 正确 选 
用 合适 的 强度 理论 进行 强度 计算 。 


8.1 组 合 变形 的 概念 


工程 中 有 些 构件 的 受 力 情 况 较为 复杂 ， 即 不 能 满足 基本 变形 的 载荷 条 件 ， 使 构件 在 载 
荷 作用 下 同时 产生 两 个 或 两 个 以 上 的 基本 变形 的 组 合作 用 ， 这 种 变形 称 为 组 合 变形 。 例 
如 ， 摇 臂 钻 床 中 ( 见 图 8.1(a)， 在 工件 对 钻 杆 的 阻力 F 作用 下 ， 钻 床 主 柱 既 受 轴 向 拉 伸 变 
形 ， 又 受 弯曲 变形 ;图 8.1(b) 中 起 重 机 的 工 字 梁 AB 在 重 物 作 用 下 ， 受 到 了 轴 向 压缩 和 弯曲 
变形 ;工业 厂房 的 牛 腿 立 柱 ( 见 图 8.1(c) 在 偏心 载荷 (吊车 梁 作 用 力 ) 作 用 下 ， 也 受到 压缩 和 
弯曲 变形 ， 机 器 设备 中 常用 的 传动 轴 ( 见 图 8.1(d))， 作 用 在 齿轮 上 的 外 力 ， 使 传动 轴 既 产生 
扭转 变形 ， 又 在 两 个 相互 垂直 平面 内 产生 弯曲 变形 。 


(с) (4) 


第 8 章 组 合 变形 ж 


分 析 组 合 变形 ， 通 常 采取 “ 先 分 解 ， 再 又 加 ”的 方法 。“ 先 分 解 ” 就 是 利用 静 力 学 方 
法 将 构件 上 的 外 力 分 解 为 几 种 载荷 ， 使 其 中 每 一 种 载荷 对 应 一 种 基本 变形 。 如 图 8.1(a). (с) 
中 的 载荷 五 平移 到 分 析 对 象 (构件 ) 的 轴线 上 ， 得 到 轴 向 力 F' 和 外 力 偶 M， 形 成 轴 向 拉 促 或 
压缩 变形 、 弯 曲 变形 两 种 基本 变形 。 又 加 就 是 分 别 分 析 每 一 种 基本 变形 下 的 内 力 、 应 力 、 
变形 和 位 移 等 变形 效应 ， 然 后 利用 县 加 原理 ， 得 到 构件 组 合 变形 下 的 应 力 、 应 变 和 位 移 等 
总 的 变形 效应 。 

需要 强调 的 是 ， 码 加 原理 是 建立 在 内 力 、 应 力 、 应 变 和 位 移 等 呈 线 性 关系 的 条 件 上 
的 ， 如 构件 的 组 合 变形 超出 了 线 弹 性 范围 或 大 变形 情况 下 ， 则 保证 不 了 上 述 线性 关系 ， 不 
能 应 用 营 加 原理 。 
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当 外 力作 用 在 梁 的 纵向 对 称 面 内 时 ， 梁 将 产生 平面 弯曲 。 平 面 弯 曲 中 ， 中 性 轴 在 变形 
前 后 始终 垂直 于 纵向 对 称 面 ， 挠 曲线 是 该 面 内 的 平面 曲线 。 但 在 如 图 8.2(a) 所 示 的 受 力 梁 
中 ， 虽 然 外 力作 用 在 一 平面 内 ， 但 这 一 平面 不 是 纵向 对 称 面 ， 梁 也 会 产生 弯曲 ， 而 不 是 平 
面 弯曲 。 这 种 情形 下 ， 梁 在 两 个 相互 垂直 的 纵向 对 称 面 内 同时 发 生 弯曲 ， 这 种 弯曲 称 为 余 
弯曲 或 双向 弯曲 ， 如 倾斜 放置 在 屋 项 上 的 屋面 模 条 ( 见 图 8.2(b)) 就 是 斜 弯曲 。 还 有 一 种 情况 
是 在 两 个 互相 垂直 的 纵向 对 称 面 都 作用 有 外 力 ( 见 图 8.2(c))， 这 种 情形 也 会 产生 斜 弯曲 。 


8.2 


821 斜 弯 曲 横 截面 上 正 应 力 及 强度 条 件 
以 图 83 所 示 的 矩形 截面 悬臂 梁 为 例 ， 当 自由 端 作用 力 F 通过 截面 形 心 ， 且 与 纵向 对 


称 面 成 gp 角 时 ， 梁 会 发 生 斜 弯曲 。 为 了 确定 离 固定 端 距 离 为 x 的 横 截 面 т-т 上 任意 点 的 
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正 应 力 ， 首 先 将 载荷 下 沿 了 轴 、= 轴 方 向 分 解 为 
F, = Есоѕф 


Е 8.3 
上 述 两 个 力 在 横 截 面 m 一 m 上 分 别 产生 弯 矩 M, 、M,， 其 数值 为 


M, ал РЕ! 
M, =Е,(1- x)= Е( – х)соѕф 
横 截 面 m—m 上 任 一 点 Су, 298, HM,> М, ЕЙЕЛ У 
Е. 3 
5 (8.2) 
or=—— 


ERP, o" 的 正 负 是 根据 图 中 弯 矩 和 坐标 轴 方 向 确定 的 ，c' o" 在 横 截面 上 的 分 
布 如 图 8.4(a)、(b) 所 示 。 


©) 
图 8.4 
ЖИА РЕ М ~ M ERRI m—m 上 任意 点 处 产生 的 正 应 力 o'、o" 用 有 加 原理 ， 
即 得 该 点 的 总 应 力 o 为 
о0о": (8.3) 


o 在 横 截面 上 的 正 应 力 分 布 如 图 8.4(c) 所 示 。 从 图 中 可 看 出 最 大 拉 应 力 о 发 生 在 两 
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个 弯 矩 引起 的 最 大 拉 应 力 的 一 点 ， 最 大 压 应 力 css 在 两 个 弯 矩 产生 最 大 压 应 力 的 一 点 ， 其 


大 小 为 
біле M, M 
е) Б, 
斜 弯 曲 时 的 正 应 力 强 度 条 件 与 平面 弯曲 的 正 应 力 强 度 条 件 完全 相同 ， 即 
о. SLO] 
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中 性 轴 上 各 点 处 正 应 力 等 于 零 ， 所 以 斜 弯曲 中 ， 正 应 力 为 零 的 点 组 成 的 直线 即 为 中 性 

轴 ( 见 图 8.4(c)。 设 y。、z。 分 别 代 表 中 性 轴 上 任意 点 的 坐标 ， 由 式 (8.10) 可 得 中 性 轴 方 程 为 
M M 

Жа „ЕЕ лу. = 8.5 

maa ss 0 (85) 

由 式 (8.5) 可 知 ， 斜 弯曲 中 性 轴 是 一 条 通过 横 截 面 形 心 的 直 

线 。 如 图 8.5 所 示 ， 设 中 性 轴 与 с 轴 的 夹 角 为 9， 则 由 式 (8.5)、 

式 (8.0 有 


= 一 .二 = 二 .tang (8.6) 
7% М, 1; L, 
ARECOTUEH AF, 1,41, ІШ, Өф, 
即 斜 弯曲 中 性 轴 与 作用 力 所 在 平面 不 垂直 。 只 有 当 了 ,= 了 .时 ， 
中 性 轴 才 会 与 作用 力 所 在 平面 垂直 。 所 以 ， 当 横 截 面 为 圆 形 或 
正方 形 时 ， 只 要 外 力 通过 形 心 ， 所 发 生 的 弯曲 变形 就 是 平面 弯曲 而 非 斜 弯曲 。 
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ЖЗШ ОЕ ЛЕ 8.3 БЕР Sk WE ИЕН. ВАСИН F, 、 书 两 个 分 力作 用 下 
自由 端的 挠 度 w, wo BERRADE w. 
因为 w, w, 两 个 挠 度 相互 垂直 ， 所 以 斜 弯曲 的 挠 度 w 为 


w= J + w (8.7) 

例 8.1 如 图 8.6(a) 所 示 ， 桥 式 起 重 机 大 梁 为 32а 工 字 钢 ， 两 端 由 钢轨 支承 。 工 字 钢 材 
料 的 许 用 应 力 [oc]=160MPa ， 梁 的 跨度 1= 4m， 起 吊 的 重 物 重 量 F = 50kN， 并 作用 在 梁 中 
点 ， 起 重 机 大 梁 在 行进 时 ， 由 于 惯性 或 斜面 起 吊 等 原因 ， 使 重 物 载荷 F 的 方向 与 大 梁 的 纵 
向 对 称 面 之 间 产 生 了 一 个 角度 g=15° 。 试 校 核 梁 的 强度 。 

解 : (1) 首先 分 解 载荷 如 图 8.6(b) 所 示 ， 有 

F,=Fcos15°, Е = Еѕіп15* 
(2) ЖӨНІ Ра =ОШ. 
ХЫНА Е ИЕН F, ЫЛ ОУ 
_ F.1 _ Flsin15° El _ Flcos15° 


M, === ‚ M,= 
$ á 4 4 4 


Е 
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(3) 计算 梁 跨 中 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 并 校 核 强度 。 
如 图 8.6(b) 所 示 ， 最 大 拉 应 力 ce 出 现在 工 字 梁 с 点 处 ， 即 


М, Flcosl5” Flsin15° 
=————+ 


»„ w а, 


М, 
ыр 
W, 


8.6 


将 1=4m, F=30kN, 48443 32a LFW, =692cm, МУ, -708с RAER, 得 
50x10 x 4 x cos15° 50х10 x 4 xsin15° 
———F i s ha 
== 4х692х10% 4x70.8x10 ° 
=252.5х10°Ра = 252.5МРа > [o] =160MPa 
因此 ， 该 梁 在 斜 弯 曲 下 是 不 安全 的 。 
若 载荷 不 偏离 梁 的 纵向 对 称 面 ， 即 g=0*， 产 生平 面 弯 曲 ， 则 跨 中 截面 的 最 大 正 应 
力 为 
o = Мањ - Fl _ 5010 x4 F722x10Pa=72.2MPa < [o] 
W. 4W 4х692х10 
可 见 ， 载 荷 方向 仅 偏离 了 一 个 不 大 的 角度 =15” ， 最 大 正 应 力 由 72.2MPa 变 成 了 
252.5MPa， 增 大 了 近 25 倍 。 这 主要 是 由 于 工 字 钢 截面 玩 , 远 小 于 玩 的 原因 造成 的 。 因 
此 ， 产 生 斜 弯曲 对 吊车 梁 强 度 是 一 种 很 大 的 威胁 ， 实 际 生产 中 应 尽量 避免 这 种 现象 的 产 
生 。 这 就 是 吊车 起 吊 重 物 时 只 能 在 吊车 粱 垂直 下 方 起 吊 ， 而 绝 不 允许 在 大 梁 侧 面 斜 方向 起 
帅 的 原因 。 


83 拉 伸 (压缩 ) 与 弯曲 的 组 合 
8.3.1 横向 力 与 轴 向 力 共 同 作 用 
如 果 作 用 在 杆 件 上 的 载荷 既 有 横向 力 又 有 轴 向 力 ， 杆 件 将 发 生 弯曲 与 拉 伸 的 组 合 变 
SEE 
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形 。 图 8.7(a) 所 示 为 一 矩形 悬 璧 粱 ， 在 其 自由 端 纵向 对 称 面 内 受 横向 力 五 和 轴 向 拉力 忆 的 
共同 作用 ， 则 可 分 解 为 五 力作 用 下 的 弯曲 变形 和 ,力作 用 下 的 轴 向 拉 伸 变 形 。 

横向 力 五 力作 用 下 ， 在 固定 端 截面 有 最 大 弯 甜 М. = БГ. ， 该 载 面 上 最 大 的 弯曲 正 应 
力 发 生 在 截面 的 上 、 下 缘 处， 其 绝对 值 为 


AJ o tE 


(b) (с) (4) (е) (0) 
87 
ЖӨН) F, ЙЕН F, ЖЕГИ ЕПЗ Е, = E, , МУЗ 
Б Е, 
o, = 一 = 一 


A А 
应 力 o, 在 固定 端 截面 的 分 布 如 图 8.7 (c) 所 示 。 
由 登 加 原理 ， 固 定 端 截面 应 力 分 布 可 能 出 现 如 图 8.7(d) —(DPH 2809 3 种 情况 。 可 以 肯 
定 的 是 ， 最 大 拉 应 力 发 生 在 固定 端 横 截 面 的 上 缘 处 ， 其 大 小 为 


F, , Мы 
G, = + 
4 F, 


(8.8) 


强度 条 件 为 
о. ©[о] 
上 例 中 假设 轴 向 力 为 压力 ， 则 最 大 正 应 力 为 压 应 力 (数值 同上 )， 出 现在 固定 端 截面 的 
下 缘 处 ， 上 缘 处 可 能 出 现 一 定 的 拉 应 力 。 如 果 杆 件 为 脆性 材料 ， 因 材料 抗 拉 强度 低 ， 此 时 
须 分 别 校 核 抗 拉 强度 和 抗 压 强度 。 


EE [A 
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832 ”偏心 拉 伸 (压缩 ) 


当 作用 在 杆 件 上 的 外 力作 用 线 与 杆 轴线 平行 但 不 重合 时 ， 这 种 变形 称 为 偏心 拉 伸 ( 压 
缩 )， 如 图 8.1(a)、(e) 所 示 。 由 力 的 平移 定理 可 知 ， 偏 心 位 伸 ( 压 缩 ) 是 一 种 拉 伸 (压缩 ) 与 弯曲 
的 组 合 变形 。 偏 心 拉 伸 ( 压 缩 ) 有 两 种 情形 : 一 种 情形 是 偏心 力 在 纵向 对 称 面 内 ， 偏 心 距 为 
е, WME 8.8(a) 所 示 ; 另 一 种 情形 是 偏心 力 在 平面 内 任意 点 C(yr,zr)， 偏 心 距 为 
e=; yp +22, ШІ 8.8(b) 所 示 。 


图 8.8 
在 图 8.8(a) 所 示 情 况 下 ， 任 意 横 截面 内 都 存在 轴 力 玉 = F ЖП Н M = Fe ， 横 截面 内 任 
意 点 的 正 应 力 为 
o- M_E, Fe (8.9) 
А1 Ag 
最 大 拉 应 力 发 生 在 矩形 梁 横 截面 的 下 缘 ， 最 大 拉 应 力 为 
F Ее 
AE L (8.10) 
aw 


如 图 8.8(b) 所 示 ， 偏 心力 F 作用 在 平面 内 任意 点 C 时 ， 设 C АСУР» zp) fE 
意 横 截面 内 就 存在 一 个 轴 力 到 =F, MABEM, = Р, М,=Ру„, ， 所 产生 的 正 应 力 分 
别 为 


а. о”, с" 在 横 截 面 内 分 布 如 图 S 9(a). (Ы). (ОЙ. 
由 剖 加 原理 ， 横 截面 内 任 一 点 处 的 正 应 力 为 


地 (8.11) 
2 ` 
正 应 力 c 在 横 截 面 内 分 布 如 图 8.9(d) 所 示 ， 最 大 拉 应 力 发 生 在 图 中 D 点 处 ， 最 大 拉 


应 力 为 


= 


ХОУМ 


SNS 


图 8.9 


例 8.2 简易 起 重 吊车 如 图 8.10(a) 所 示 ， 已 知 最 大 吊 重 F =40kN， 横 梁 АВ 采用 


CF 


钢 ， 许 用 应 力 [o]=160MPa ， 拉 杆 ВС 与 横梁 АВ ER а = 30°. WIKEN EERE 


选用 工 字 钢 型 号 。 


Ет 
Fy 
r 30° B 
Fa 
F 
(а) ©) 


= 8.10 
解 : Q) 最 大 正 应 力 计算 。 


横梁 AB 属 压缩 和 弯曲 组 合 变形 。 因 为 弯曲 变形 是 主要 变形 ， 故 载荷 在 横梁 中 点 处 时 


梁 横 截面 内 的 正 应 力 最 大 。 
横梁 受 力 情况 如 图 8.10(b) 所 示 ， 由 平衡 方程 求 得 
Е,-Е сов30%, F, =F 
横梁 的 危险 截面 上 的 内 力 分 量 为 
Б, =F,, = F -cos30° =40x10 Nxcos30° =34.64x10N 
FI 40x10’x3.5 


М--- 
4 4 


N-m=35x10N-m 


ка 
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梁 危 险 截面 上 的 最 大 压 应 力 值 为 


(2) 试 选 工 字 钢 型 号 并 校 核 强度 。 

考虑 到 弯曲 变形 为 主要 变形 ， 可 暂 不 考虑 轴 力 的 影响 ， 按 弯曲 强度 选取 工 字 钢 型 号 ， 
则 有 

= <lo] 

ы ИОН gn 

4с] 4х160х10 

查 型 钢 表 ， 初 选 20a LFW, И =237сш', А=35.58сш°„ ЖНЖ ІН У 
算 最 大 应 力 值 ， 即 


则 


o Е, F 40х10) ро, 40xl0x35p。 
>” A АИ. 3558x104 4х237х10* 
=159x10°Pa =159MPa < [e] =160MPa 

所 选 工 字 钢 强度 足够 ， 故 选 定 20a 号 工 字 钢 。 

例 8.3 开口 链 环 由 直径 d =12mm 的 圆 钢 弯 制 而 成 。 链 环 的 受 力 及 尺寸 如 图 8.11(a) 所 
示 ， 试 求 :(1) 链 环 直 段 部 分 模 截 面 上 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 ，(2) 中 性 轴 与 截面 形 心 
之 间 的 距离 。 

解 : (1) 计算 链 环 直 段 部 分 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 

从 链 环 直 段 某 处 截 开 ， 其 受 力 情况 如 图 8.11(b) 所 示 。 链 环 直 段 部 分 受 轴 向 拉 伸 和 弯曲 
的 组 合 变形 。 轴 力 ЖІ M 为 


F =1.6kN =1600N 
М =1600x0.015N-m=24N-m 
轴 力 五, 引起 的 正 应 力 分 布 如 图 8.11(c) 所 示 ， 其 值 为 
F, _ 1600x4 
А та1/4 nx0.012 
SE M 引起 的 正 应 力 分 布 如 图 8.11(d) 所 示 ， 应 力 的 最 大 值 为 
or -M _ F 0.015 _ 32 x1600x0.015 
W, nd’/32 тх0012 
最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 发 生 在 截面 4、B 点 处 ( 见 图 8.11(e))， 其 值 分 别 为 
ош = с! + с" =14.15МРа +141.47MPa =155.62MPa 
с, = с' о" =14.15МРа –141.47МРа --127.32МРа 
(2) 计算 中 性 轴 与 形 心 之 间 的 距离 。 
设 中 性 轴 与 形 心 之 间距 离 为 y, ， 因 为 中 性 轴 处 应 力 等 于 零 ， 由 截面 内 任 一 点 应 力 公 
式 ( 式 (8.9)) 有 


Ра =14.15х10°Ра =14.15MPa 


Pa =141.47 х10°Ра =141.47МРа 


атыр Fe o 
4 {Л 


А. y 
І А 
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ДЕ ла“ / 64 0.012? 


У.---Е----- =— m= -6x10 m= -0.6mm 
Ае (nd?/4)-e 16х0.015 


AP, y, 为 负 表示 中 性 轴 在 了 轴 反 方向 偏离 形 心 。 


(а) O) 


А B 
—127.32MPa 
(с) (4) (е) 

图 8.11 


84 ”扭转 与 弯曲 的 组 合 


扭转 与 弯曲 的 组 合 变形 在 机 械 工程 中 是 很 常见 的 ， 如 连接 有 齿轮 、 带 轮 和 飞轮 等 的 传 
动 轴 及 曲轴 等 构件 。 因 为 这 些 构件 大 都 是 圆 截 面 杆 件 ， 因 而 可 利用 扭转 和 弯曲 基本 变形 来 
进行 组 合 变形 分 析 。 

如 图 8.12(a) 所 示 ， 一 直径 为 d 的 等 直 圆 杆 AB, A 端 固定 ，B 端 伸 出 与 AB 直线 成 直角 
的 一 段 长 度 为 a 的 刚 臂 ， 在 刚 臂 自由 端 作用 铅 垂 向 下 的 作用 力 F。 由 力 的 平移 原理 ， 可 将 
АВ 杆 受 力 简化 为 在 自由 端 B 处 受 横向 力 下 和 力 偶 矩 M=Fa( 见 图 8.12(b))。 因 此 ， 杆 АВ; 
生 扭 转 与 弯曲 的 组 合 变形 。 由 两 种 基本 变形 的 内 力图 ( 见 图 8.12(c)) 可 知 ， 杆 AB 的 危险 截 
面 在 固定 端 截面 ， 其 内 力 分 量 最 大 值 分 别 为 

М-Е 


Е 


(а) 
Е 
А Ме B 
(b) 
M 
x 
Fl M 


(e) 
СІ 
раа 
ео = 
7 图 
@ 


(9 


图 8.12 
弯曲 和 扭转 变形 在 固定 端 截面 产生 的 正 应 力 和 切 应力 分 布 如 图 8.12(d)、(e) 所 示 。 显 
然 ， 最 大 弯曲 正 应 力 c. 发 生 在 铅 垂直 径 的 上 、 下 两 端点 Ci 处 和 C, 处 ; 最 大 扭转 切 应 力 
Тык 发 生 在 截面 周边 上 各 点 处 。 因 此 ， 和 危险 截面 上 的 危险 点 为 C 点 和 C 点 。 任 取 С, Ж 
行 分 析 ， 围 绕 C, 点 沿 横 截 面 、 轴 向 剖面 取 单 元 体 ， 可 得 Ci 点 的 应 力 状态 如 图 8.12G 所 
示 。 因 为 C 是 平面 应 力 状态 ， 应 求 出 主 应 力 后 再 由 强度 理论 建立 强度 条 件 。 
CI 点 3 个 主 应 力 为 


2 
бі ОВЕ (8.13) 
о, 2 2 Ë 


对 于 用 塑性 材料 制 成 的 杆 件 ， 选 用 第 二 类 强度 理论 来 建立 强度 条 件 。 按 第 三 强度 理 
论 ， 强 度 条 件 为 


о-о, < [c] 


将 式 (8.13) 代 入 上 式 ， 经 简化 后 得 


186 | 
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Мо? + 4° < [o] (8.14) ~ | 
若 按 第 四 强度 理论 ， 强 度 条 件 为 


ce -0,} + (o, 0) + (o, —o.] S [o] 


将 式 (8.13) 代 入 上 式 ， 经 简化 后 得 
Мо? +37 < [c] (8.15) 


BASME o =4, сохт Да ЭСЕП, = 2 矿 FERME 


t 


扭转 与 弯曲 组 合 变形 下 的 强度 条 件 又 可 表达 为 
< [c] (8.16) 


ҮМ? +0.75T2 
W 
在 求 得 危险 截面 的 弯 矩 M MME Тл, Ж 
可 直接 利用 式 (8.16) 或 式 (8.17) 建 立 强 度 条 件 ， 进 
行 强度 计算 。 

BJ 84 如 图 8.13(a) 所 示 ， 一 钢 制 实心 圆 
轴 ， 轴 上 的 齿轮 С 上 作用 有 铅 垂 切 向 力 SKN、 径 
向 力 1.82kN; 齿轮 D 上 作用 有 水 平 切 向 力 
10kN、 径 向 力 3.64kN. Ñ$ C 的 节 圆 直径 
dc=400mm , Ù # D 的 节 圆 直径 
ap =200mm ， 轴 的 许 用 应 力 [o]=120MPa ， 试 
按 第 三 强度 理论 设计 轴 的 直径 4. 

解 : (1) 外 力 分 析 。 

将 每 个 齿轮 上 的 作用 力 向 齿轮 轴 的 截面 形 心 
简化 ， 得 到 轴 的 计算 简 图 ， 如 图 8.13(b) 所 示 。 

(2) 内 力 分 析 。 

轴 的 扭矩 图 如 图 8.13(c) 所 示 ，C、D 段 内 的 
扭矩 为 T=1kN。 

轴 在 竖 向 平面 的 弯 矩 图 如 图 8.13(d) 所 示 ， 
C. рН У 
Ме = 0.70. 


或 <[o] (8.17) 


М =0.60kN-m 
轴 在 水 平平 面 内 的 弯 和 矩 图 如 图 8.13(e) 所 示 ，C、DD ЖП ЯН 275154 
Мс =1.19kN.m 
Mp =0.58kN -m 
由 内 力图 可 以 断定 С 截面 为 轴 的 危险 截面 。 在 e RME SRESEH 
м = Ju: +M}, =V0.7 +1.19 =138(N.m) 
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(3) 计算 轴 径 。 
按 第 三 强度 理论 建立 强度 条 件 ， 由 式 (8.16) 得 
VM тг _ M13807 +1000 1704 


[2 у“ 
HTEO- 2- ， 代 入 上 式 求 得 轴 径 4 为 
а> = Emma. 32x1704 -ooszsm = 52 5mm 
nio] mx120x10 
жил 


构件 在 载荷 作用 下 同时 产生 两 个 或 两 个 以 上 的 基本 变形 的 组 合作 用 ， 称 为 组 合 变形 。 
分 析 组 合 变形 ， 通 常 采取 “ 先 分 解 ， 再 县 加 ”的 方法 。 先 利用 静 力 学 方法 将 构件 上 的 外 力 
分 解 或 简化 为 几 种 载荷 ， 使 其 中 每 一 种 载荷 对 应 一 种 基本 变形 ， 再 利用 倒 加 原理 将 几 种 基 
本 变形 下 的 内 力 、 应 力 、 变 形 和 位 移 等 变形 效应 成 为 对 应 的 总 变形 效应 。 

和 斜 弯曲 是 梁 在 两 个 相互 垂直 的 纵向 对 称 面 内 同时 发 生 弯曲 。 斜 弯曲 时 的 正 应 力 强度 条 
件 与 平面 弯曲 的 正 应 力 强 度 条 件 完 全 相同 。 斜 弯曲 中 性 轴 是 一 条 通过 横 截 面 形 心 的 直线 ， 
但 不 与 梁 的 纵向 对 称 面 垂直 。 梁 截面 为 圆 形 或 正方 形 时 ， 只 要 外 力 通 过 形 心 ， 其 弯曲 变形 
就 是 平面 弯曲 而 非 斜 弯曲 。 

横向 力 与 轴 向 力 共同 作用 于 杆 件 上 时 ， 产 生 弯 曲 与 拉 ( 压 ) 的 组 合 变形 。 偏 心 拉 伸 ( 压 缩 ) 
是 指 作用 在 杆 件 上 的 外 力作 用 线 与 杆 轴线 平行 但 不 重合 。 

塑性 材料 制 成 的 圆 杆 在 弯 扭 曲 组 合 变形 时 ， 求 得 危险 截面 的 弯 矩 和 扭矩 后 ， 按 第 三 强 
度 理论 和 第 四 强度 理论 ， 计 算 强度 条 件 。 


习 题 


81 一 矩形 悬臂 梁 受 力 情况 如 习题 8.1 РТУ, СГ =, Е = 5kN, 4 =40kN/m, 
试 求 危险 截面 上 的 最 大 应 力 。 

82 ERREKERI 1 =4m， 载 荷 与 截面 尺寸 如 习题 82 图 所 示 ， 木 材 的 弹性 
模 量 E=10GPa， 许 用 应 力 [oc]=12MPa， 许可 找 度 [= 全。 试 校 核 木 梁 的 强度 和 刚度 。 


习题 8.1 图 
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习题 8.2 E] 


83 No.32a 普通 热 轧 工 字 钢 简 支 梁 ， 受 力 情况 如 习题 8.3 图 所 示 。 已 知 F=50kN, М 
料 许 用 应 力 [c]=150MPa 。 试 校 核 梁 的 强度 。 


习题 8.3 图 


8.4 抵 形 截面 梁 受 力 情况 如 习题 8.4 图 所 示 ， 力 F 的 作用 线 通过 梁 截面 形 心 O， 试 
求 : 
(1) BAF, b. h 1ЯПфЕ{, [та 点 处 的 正 应 力 ; 
(2) 使 a 点 正 应 力 为 零 时 的 角度 gp 值 。 


习题 8.4 图 


85 ” 试 求 习题 8.5 图 所 示 各 构件 在 指定 截面 的 内 力 分 量 。 
8.6 习题 8.6 图 所 示 起 重 机 的 最 大 吊 重 W = 8SKN， 横 梁 AB 为 工 字 钢 ， 材 料 许 用 应 力 
[c]=120MPa 。 试 选择 工 字 钢 型 号 。 


EE 


习题 8.6 图 
87 一 拆卸 工具 如 习题 8.7 图 所 示 ， 其 爪 由 45 钢 制 成 ， 许 用 应 力 [c]=180MPa 。 试 


按 爪 的 强度 确定 拆 人 印 工具 的 最 大 项 压力 已 。。 ° 

88 如 习题 8.8 图 所 示 钻 床 的 立柱 由 铸铁 制 成 ， 许 用 应 力 [c,]=35MPa ， 最 大 载荷 
五 =18kKN。 试 设计 立柱 的 直径 4. 

89 ”材料 为 灰 铸 铁 的 压力 机 框架 如 习题 89 图 所 示 。 铸 铁 许 用 拉 应 力 [c,]=30MPa , 
许 用 压 应 力 [c.]= 90MPa ， 试 校 核 框架 立柱 的 强度 。 

8.10 一 马 形 夹 紧 器 如 习题 8.10 图 所 示 。 马 形 架 的 长 度 1 =150mm ， 偏 心 距 e = 
60mm， 截 面 为 矩形 hxb=20mmxl0mm ， 弹 性 模 量 巨 =200GPa ; 螺杆 的 工作 长 度 
=100mm ， 根 径 q,=8mm， 弹 性 模 量 ,=220GPa ; 工件 的 长 度 有 =40mm， 直 径 
а, =10mm， 弹 性 模 量 玉 =180GPa 。 当 螺杆 与 工件 接触 后 ， 再 将 螺杆 旋 进 lmm 以 压 紧 工 
件 ， 试 求 弓形 架 内 的 最 大 正 应 力 以 及 弓形 架 两 端 4、B 间 的 相对 位 移 6, ° 

8.11 如 习题 8.11 图 所 示 一 工 形 截面 的 悬臂 梁 ， 承 受 与 杆 轴线 平行 的 力 五 作用 ， 试 求 


杆 内 的 最 大 正 应 力 。 
8.12 ”如 习题 812 图 所 示 3 种 形状 不 同 而 截面 积 相 同 的 受 力 压 杆 ， 试 求 图 示 受 力 情况 
下 三 杆 的 最 大 拉 应 力 之 比 和 最 大 压 应 力 之 比 。 


截面 m 一 m 


习题 8.9 


习题 8.10 图 
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习题 8.11 图 习题 8.12 图 


8.13 ” 手 摇 绞 车 如 习题 8.13 图 所 示 ， 轴 的 直径 d = 30mm， 材 料 为 Q235 钢 ， 许 用 应 力 
[с]=80МРа 。 试 按 第 三 强度 理论 求 绞车 的 最 大 起 吊 重量 P. 


习题 8.13 图 


8.14 如 习题 8.14 图 所 示 ， 电 动机 的 功率 P=10kW， 转 速 n = 715r/min， 带 轮 直径 
D=250mm， 主 轴 外 伸 部 分 长 度 1 =120mm， 主 轴 直 径 4 = 40mm。 若 主轴 材料 许 用 应 力 
[oc]=80MPa ， 试 用 第 三 强度 理论 校 核 轴 的 强度 。 

8.15 ” 某 型 水 轮机 主轴 示意 图 如 习题 8.15 图 所 示 。 水 轮机 的 输出 功率 为 P=37520kW, 
ЖОЖ п =150rmin。 已 知 轴 向 推力 下 =4800kN， 转 轮 重 两 =390KN ; 主轴 内 径 d =340mm, 
外 径 D = 750mm, HEW, =285kN 。 主 轴 材 料 为 45 钢 ， 其 许 用 应 力 [co]=120MPa ， 试 按 
第 四 强度 理论 校 核 主轴 的 强度 。 

8.16 习题 8.16 图 所 示 为 某 磨床 砂轮 轴 的 示意 图 ， 已 知 电 机 功率 P =3kW， 转 动 转速 
1=1400rmin， 转 子 重量 页 =101N ， 砂 轮 直径 D=250mm, Wte EE W, -275М. НІ?) 
已 :已 =3 : 1， 砂 轮轴 直径 4q=50mm， 材 料 为 轴承 钢 ， 许 用 应 力 [c]=80MPa 。 

а) 试用 单元 体 表示 轴 危 险 点 的 应 力 状 态 ， 并 求 出 主 应 力 和 最 大 切 应 力 。 

(2) 试用 第 三 强度 理论 校 核 轴 的 强度 。 

8.17 ”铁道 路 标 圆 信号 板 如 习题 8.17 图 所 示 ， 装 在 外 径 D=60mm 的 空心 圆柱 杆 上 ， 所 


受 的 最 大 风 载 荷 p=2kN/m ”， 其 材料 的 许 用 应 力 [o]=60MPa ， 试 按 第 三 强度 理论 设计 空 
心 柱 的 厚度 。 


习题 8.14 图 习题 8.15 图 
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习题 8.16 图 习题 8.17 图 
8.18 ”如 习题 8.18 图 所 示 ， 飞 机 起 落架 的 折 轴 为 管状 截面 ， 内 径 а= 70mm， 外 径 
D=80mm. ZRH Қ -ІКМ, F,=4kN 。 若 材料 许 用 应 力 [c]=100MPa ， 试 按 第 三 强 
度 理 论 校 核 折 轴 的 强度 。 
819 如 习题 8.19 图 所 示 直 角 为 空心 圆 管 ， 外 径 D= 55mm， 内 径 4= 50mm， 试 画 出 
А 点 处 单元 体 应 力 状态 ， 并 求 出 4 点 的 主 应 力 和 最 大 切 应 力 。 


习题 8.18 图 习题 8.19 图 
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820 ”如 习题 8.20 图 所 示 带 轮 传动 轴 传 递 功率 已 = 7kW， 转 速 n = 200rmin， 带 轮 重 


m 
W = 1L.8kKN， 左 端 齿轮 上 的 哮 合力 下 与 齿轮 圆 切线 的 压力 角 w = 20* ， 轴 材料 的 许 用 应 力 
[c] =S0MPa 。 试 按 第 三 强度 理论 设计 轴 的 直径 4, 


习题 8.20 图 
8.21 习题 8.21 图 所 示 等 截面 圆 直 杆 受 横向 力 F 和 外 力 偶 矩 M. 的 作用 。 今 测 得 杆 表 
ША 点 处 沿 轴线 方向 的 线 应 变 s =4x10*， 杆 表面 B 点 处 与 母线 成 -45" 角 方向 的 线 应 变 
ғ, =3.75x10*， 已 知 杆 的 抗 弯 截面 系数 画 =6000mm? ， 弹 性 模 量 E = 200GPa， 泊 松 比 
4w= 0.25， 许 用 应 力 [c] =120MPa 。 试 按 第 三 强度 理论 校 核 该 杆 的 强度 。 


822 习题 8.22 图 所 示 折 轴 杆 的 横 截 面 为 d =30mm 的 圆 形 。 试 
的 应 力 状 态 ， 并 确定 其 主 应 力 。 


单元 体 表示 4 点 和 


习题 8.21 习题 8.22 


823 ” 受 力 状态 齿轮 传动 轴 如 习题 8.23 图 所 示 ， 轴 的 许 用 应 力 [c]=120MPa ， 试 按 第 
四 强度 理论 选择 轴 的 直径 4. 


习题 8.23 图 
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【本 章 学 习 重 点 】 


本 章 重点 学 习 压 杆 稳定 的 概念 ， 细 长 受 压 直 杆 的 临界 压力 ， 临 界 应 力 的 确定 ， 压 杆 的 
稳定 校 核 。 
【本 章 学 习 目 标 】 
e° ”理解 失 稳 现象 、 临 界 压 力 、 临 界 应 力 、 柔 度 等 概念 。 
° ”掌握 细 长 受 压 直 杆 的 临界 压力 的 一 般 表 达 式 ( 欧 拉 公式 )， 能 根据 杆 端 约 束 类 型 确 
定 长 度 因数 。 
е 会 计算 受 压 直 杆 柔 度 值 ， 正 确 判 别 三 种 类 型 的 压 杆 ， 并 按 不 同 公式 计算 出 临界 压 
力 、 临 界 应 力 。 
@ 掌握 压 杆 稳定 校 核 的 计算 。 


91 压 杆 稳 定 的 概念 


前 面 对 受 压 杆 件 的 研究 是 从 强度 的 观点 出 发 的 ， 即 认为 只 要 满足 压缩 强度 条 件 就 可 以 
保证 压 杆 的 正常 工作 。 这 样 考虑 对 粗 短 的 压 杆 来 说 是 正确 的 ， 但 对 于 细 长 的 压 杆 就 不 适应 
了 。 例 如 ， 一 根 平 直 的 钢 锯条 ， 在 承受 远 远 没有 达到 抗 压强 度 极限 的 轴 向 压力 作用 下 就 会 
朝 厚 度 薄 的 方向 弯曲 ， 并 且 越 来 越 弯 ， 最 后 丧失 承载 能 力 。 由 此 可 见 ， 钢 锯条 的 承载 能 力 
并 不 是 取决 于 其 轴线 方向 的 压缩 强度 ， 而 是 与 它 受 压 时 能 否 保 持原 有 的 直线 平衡 状态 ， 即 
稳定 性 有 关 。 

工程 实际 中 ， 有 许多 受 压 的 构件 是 需要 考虑 稳定 性 的 。 例 如 ， 千 斤 项 的 螺杆 ( 见 图 
9.0D)， 内 燃 机 配 气 机 构 中 的 挺 杆 ( 见 图 9.2)， 托 架 中 的 压 杆 ( 见 图 9.3)， 自 卸货 卡车 上 的 压 杆 
( 见 图 9.4)， 磨 床 液压 装置 的 活塞 杆 以 及 建筑 物 中 的 柱 等 。 


PAG 
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9.3 图 9.4 


WE 9.5(a) 所 示 一 端 固定 ， 另 一 端 自由 的 细 长 压 杆 。 在 上 端 施 加 沿 轴线 方向 压力 F, 
再 对 压 杆 施加 一 横向 干扰 力 而 使 其 发 生 微小 弯曲 ， 然 后 将 干扰 力 解 除 。 若 压力 小 于 某 一 极 
限 值 ( 即 临界 压力 Fe)， 则 干扰 力 解 除 后 它 将 恢复 原 有 直线 形状 下 的 平衡 ( 见 图 9.5(b))。 表 
明 压 杆 在 原 有 直线 形状 下 的 平衡 是 稳定 的 。 

若 压 力 等 于 临界 压力 Fe:， 杆 件 处 于 临界 平衡 状态 。 在 小 变形 情况 下 ， 干扰 到 哪里 ， 
压 杆 将 在 哪里 保持 曲线 形状 的 平衡 ( 见 图 9.5(c))。 利 用 压 杆 在 临界 压力 作用 下 ， 可 以 在 曲线 
形式 下 保持 平衡 的 这 一 特点 求 出 临界 压力 Fero 

若 F > Fe， 杆 件 的 直线 平衡 将 失去 。 干 扰 力 解 除 后 ， 杆 件 将 继续 弯曲 ， 并 且 越 来 越 
弯 ， 形 失 承载 能 力 。 表 明 压 杆 在 原 有 直线 形状 下 的 平衡 是 不 稳 平衡 ( 见 图 9.5). EIER 
其 原 有 直线 平衡 状态 的 现象 ， 称 为 丧失 稳定 ， 简 称 为 失 稳 ， 也 称 为 屈曲 。 


Е F 


干扰 力 


9.5 


杆 件 失 稳 后 ， 可 以 导致 整个 机 器 或 结构 的 损坏 。 压 杆 失 稳 时 ， 应 力 并 不 一 定 很 高 ， 有 
时 甚至 低 于 材料 的 比例 极限 。 可 见 这 种 形式 的 失效 ， 并 非 强度 不 足 ， 而 是 稳定 性 不 够 。 

稳定 性 问题 并 不 只 限于 压 杆 ， 受 压缩 、 弯 曲 和 扭转 变形 的 薄 壁 构件 等 都 可 能 存在 稳定 
性 问题 。 本 教材 只 介绍 压 杆 的 稳定 性 。 
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92 细 长 压 杆 的 临 形 压力 


921 Вт КАЛАА 7) 


现 以 两 端 为 球 铵 支 座 、 中 心 受 压 的 等 截面 细 长 直 杆 为 例 ( 见 图 9.6)， 利 用 压 杆 在 临界 压 
力作 用 下 ， 去 掉 横 向 干扰 力 后 可 以 在 微小 弯曲 情况 下 保持 平衡 的 性 质 ， 推 导 其 临界 压力 的 
计算 公式 。 


96 


取 弯 曲 平面 内 的 坐标 如 图 9.6 所 示 ， 在 压力 五 作用 下 ， 去 掉 横 向 干扰 后 ， 在 距离 A 端 
x 处 的 任意 截面 上 ， 弯 矩 М = 一 Fw 。 对 微小 弯曲 变形 ， 由 挠 曲线 近似 微分 方程 有 


-Fi (9.1) 
2 
Ғ 
2 =— 
k= j (9.2) 
可 得 二 阶 微分 方程 
=, krw=0 (9.3) 
此 方程 的 通 解 为 
эў = с, 8ш kx +c, coskx (9.4) 


Ж, c 和 cc, 为 积分 常数 ， 由 边界 条 件 确定 。 
在 x=0 时 ，w=0， 代 入 式 (9.7) 可 得 c, =0， 则 有 
w=a ѕш х (9.5) 
在 x=1 时 ，w=0， 由 式 (9.5) 可 得 
asinkl=0 (9.6) 
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式 (9.6) 要 求 c =0 8 ѕшА=0, с =0 时 ，w=0， 这 与 有 微小 弯曲 的 前 提 不 相符 合 ， 因 此 


ѕшА = 0 (9.7) 
即 
М=пт (п-0,1,2,--) 
由 此 可 得 
пт 
p= > (9.8) 
将 式 (9.8) 代 回 到 式 (9.2) 得 
F= m EI 
P F 


AP, п, {Нп=0, HEER. (En=1BF, EIA 
保持 微小 弯曲 的 最 小 压力 ， 即 为 压 杆 的 临界 压力 ， 即 
m EI 


z, = 99) _ Ф 
RP, ЕНЕ, TAEKE. (о.э) RAKE 2 
M UK J HEAR, tP Ay D БЕ k JEFE Wi JEE JJ k a: 


公式 。 

例 9.1 如 图 97 所 示 ， 大 和 柔 度 圆 截 面 压 杆 АВ, Бі, E 
f£ d=160mm, 长 三 5m。 材 料 为 Q235 钢 ， 届 服 极限 o, -235МРа, 
弹性 模 量 E=200GPa。 试 求 该 压 杆 的 临界 压力 。 

Ж: 由 式 (9.9)， 压 杆 АВ 的 临界 压力 为 
EI 

Га 


Е, == =2540kN 


使 压 杆 AB А ЈЕЛЕ 12 
Е-в, А= 4722.60Ҹ 
所 以 压 杆 AB 不 会 发 生 届 服 ， 压 力 比较 大 时 会 先 发 生 失 稳 。 


922 ”其 他 支承 形式 下 细 长 压 杆 的 临界 压力 


杆 件 受 压 变 弯 后 的 找 曲 线形 状 与 杆 件 两 端的 支承 形式 密切 相关 。 压 杆 两 端的 支 座 除了 
都 为 锐 支 外 ， 还 可 能 有 其 他 情况 ， 工 程 上 最 常见 的 杆 端 支承 形式 主要 有 4 种 ， 见 表 9.1。 
各 种 支承 情况 下 压 杆 的 临界 压力 公式 ， 可 以 仿照 两 端 铵 支 形式 的 方法 推导 出 来 ， 也 可 以 把 
各 种 支承 形式 的 弹性 曲线 与 两 端 铵 支 形 式 下 的 弹性 曲线 相对 比 来 获得 。 

例如 ， 千 斤 项 的 螺杆 ( 见 图 9.1) ， 下 端 可 简化 为 固定 端 ， 上 端 因 可 与 项 起 的 重 物 共 
同 做 侧 向 位 移 ， 简 化 为 自由 端 。 一 端 固定 另 一 端 自 由 ， 长 度 为 7 压 杆 的 挠 曲线 ， 相 当 于 两 
端 铵 支 长 为 2 的 压 杆 挠 曲线 的 上 半 部 分 。 所 以 ， 一 端 固定 另 一 端 自由 ， 长 度 为 7 压 杆 的 临 
界 压力 ， 等 于 两 端 铵 支 长 为 27 的 压 杆 的 临界 压力 ， 即 

_ EI 
s О 


(9.10) 
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жол 压 杆 长 度 因数 


支承 情况 


挠 曲线 形状 


对 于 一 端 固定 一 端 铵 支 的 压 杆 ， 在 其 挠 曲线 上 距 下 端 0.3/ 处 有 一 个 拐点 ， 即 弯 矩 等 于 
零 的 点 ， 在 力学 上 相当 于 贸 链 。 这 样 两 个 铵 链 之 间 的 距离 为 0.71 。 在 这 种 支承 形式 下 ， 压 


杆 的 临界 压力 只 要 在 两 端 鲍 支 的 临界 压力 公式 中 以 0.71 蔡 代 长 度 7 即 可 。 


对 于 两 端 固定 的 压 杆 ， 其 找 曲 线 上 有 两 个 距 端 部 1/4 的 拐点 。 在 这 种 支承 形式 下 ， 压 


杆 的 临界 压力 只 要 在 两 端 鲍 支 的 临界 力 公式 中 以 0.57 替代 长 度 1 即 可 。 


从 上 述 比 较 可 见 ， 各 种 支承 形式 下 的 临界 压力 欧 拉 公 式 可 以 统一 表示 为 


_ ET 
“ (шу 


(9.11) 


AT u AKER uM 称 为 相当 长 度 。 长 度 因数 代表 压 杆 不 同 支承 情况 对 临界 压力 的 


影响 ， 几 种 支承 情况 的 44 值 列 于 表 9.1 中 。 
BJ 92 如 图 98 所 示 细 长 压 杆 ， 一 端 固 定 另 一 端 自 
由 。 己 知 弹性 模 量 E=10GPa ， 长 度 1=2m，h=160mm , 
b=90mm 。 试 求 压 杆 的 临界 压力 。 若 压 杆 的 横 截 面 面 积 不 
变 ， 将 横 截面 形状 改 为 边 长 为 a=120mm 的 正方 形 ， 试 计算 
这 时 压 杆 的 临界 压力 。 
解 : (1) 计算 矩形 截面 压 杆 的 临界 压力 。 
截面 对 y 轴 和 =z 轴 的 惯性 矩 分 别 为 
_ hb? _ 160x90° 
* 10 12 
т _bh’ 90х160° 


mm’ = 972 х10*шш* 


3 юйю Юю 


mm’ = 3072 х10* тп“ 


由 于 五 < 元 ， 所 以 压 杆 必 然 绕 y на а, Л Г, 代入 式 (9.11) 计 算 临 界 压力 ， 根 据 


杆 端 约束 11=2， 于 是 
K 


ы m EI _ п? х10х10° x972 x10* x10 


“(шу (2х2) 


тоо 加 
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(2) 计算 正方 形 截面 压 杆 的 临界 压力 ， 截 面 对 y> 轴 和 = 轴 的 惯性 矩 相 等 ， 均 为 
1,=1, 8 ЛОО qupa 
12 B 


临界 压力 为 
Ж m EI и п? x10x10° х1728х10% x10 
“ (uy (2х2) 
从 计算 结果 来 看 ， 两 种 压 杆 的 质量 和 体积 等 都 相同 ， 但 正方 形 截面 压 杆 的 临界 压力 是 
ЖШ ЕЕЕ 1.78 倍 。 


N=106.5kN 


9.3.1 KRAH 


将 压 杆 的 临界 压力 F, 除 以 横 截 面 面 积 4 ， 得 到 压 杆 横 截 面 上 的 应 力 ， 称 为 压 杆 的 临 
界 应 力 ， 用 o 表示 ， 即 


F, EI 
Era T (9.12) 
# i= - ，i 称 为 压 杆 模 截面 的 惯性 半径 ， 式 (9.12) 可 写成 
МЕЕ. (9.13) 
%) 
і 
% 
з= 0.14) 
1 
式 (9.13) 可 写成 
2 
ga -- (915) 


AP, А 为 压 杆 的 柔 度 或 长 细 比 ， 它 反映 了 压 杆 的 长 度 、 支 承 情 况 以 及 横 截 面 形状 和 尺寸 
等 因素 对 临界 应 力 的 综合 影响 。 

式 (9.15) 为 细 长 压 杆 临界 应 力 的 欧 拉 公 式 。 由 公式 可 以 看 出 ， 压 杆 的 临界 应 力 与 其 柔 度 
的 平方 成 反比 ， 压 杆 的 柔 度 值 越 大 ， 其 临界 应 力 越 小 ， 压 杆 越 容易 失 稳 。 可 见 ， 和 柔 度 4 在 
压 杆 稳定 计算 中 是 一 个 非常 重要 的 参数 。 


9.3.2” 欧 拉 公 式 的 适用 范围 


由 于 推导 临界 压力 的 欧 拉 公式 时 ， 用 到 了 挠 曲线 近似 微分 方程 ， 因 此 由 欧 拉 公式 计算 
的 临界 应 力 不 得 超过 材料 的 比例 极限 ， 即 
те: = ж л> |= (9.16) 
1 2 с, 


р 


> 


4 = (9.17) 


А 是 对 应 于 材料 比例 极限 的 柔 度 值 ， 称 为 压 杆 的 极限 柔 度 ， 也 就 是 适用 欧 拉 公 式 的 最 
小 柔 度 值 。 因 此 ， 只 有 压 杆 的 柔 度 4 过 为 时 欧 拉 公式 才 适 用 ， 这 类 压 杆 称 为 大 柔 度 杆 或 细 
КЖ. 4 值 取决 于 材料 的 力学 性 能 ， 以 低 碳 钢 0235 为 例 ，c =200MPa，E=206GPa， 代 


入 式 (9.17) 得 
2 9 
д L —— 19 5100 
ж 200х10 


这 表明 用 低 碳 钢 0235 制 成 的 压 杆 ， 仅 在 柔 度 4 三 100 时 ， 才 能 应 用 欧 拉 公式 计算 其 临 
界 应 力 或 临界 压力 。 


9.3.3 ”临界 应 力 的 经 验 公 式 
工程 中 有 许多 压 杆 的 柔 度 值 比 丸 小， 它们 在 应 力 超过 比例 极限 с, 的 情况 下 失 稳 ， 它 
们 的 临界 应 力 不 能 用 欧 拉 公式 计算 ， 而 应 采用 建立 在 试验 基础 上 的 经 验 公式 来 计算 。 常 见 
的 经 验 公式 有 直线 公式 和 抛物 线 公式 ， 其 中 直线 公式 比较 简单 ， 应 用 方便 ， 其 形式 为 
ae =a-b4 (9.18) 
式 中 ，a 和 5 为 与 材料 有 关 的 常数 ， 表 9.2 给 出 了 几 种 材料 的 a、 b 值 。 
应 用 经 验 公式 计算 压 杆 的 临界 应 力 ， 不 能 超过 压 杆 材 料 的 压缩 届 服 极限 应 力 ， 即 要 求 


с, =а-ЬА<0о, 或 4> (9.19) 


表 9.2 几 种 常见 材料 的 直线 公式 系数 a Mb RER A MA, 


я 料 А, 
0235484 61.6 
优质 碳 钢 o, -306МРа 60 
硅钢 o, -353МРа 60 
HHR 40 
硬 铝 
铸铁 
木材 

令 
a, 2. = (9.20) 


A ХТУ + М ЖЫШ RRR RRE. РЕЈ, ЧНІН МӘЗ А> А, Н.А < АЕ, 
才能 用 经 验 公式 计算 其 临界 应 力 。 可 见 ， 经 验 公式 的 适用 范围 为 4 <<% ЕТЕД ~ 
入 之 间 的 压 杆 为 中 等 柔 度 杆 或 中 长 杆 。 
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和 柔 度 值 小 于 的 压 杆 ， 称 为 小 柔 度 杆 或 粗 短 杆 。 试 验 表 明 ， 对 于 塑性 材料 制 成 的 粗 短 
杆 ， 当 其 临界 应 力 达 到 屈服 极限 o, 时 ， 压 杆 发 生 届 服 失效 ， 这 说 明 小 柔 度 杆 的 失效 是 因为 
强度 不 足 所 致 。 因 此 ， 粗 短 杆 的 临界 应 力 cs = o, 。 

根据 杆 件 柔 度 的 大 小 ， 可 以 将 压 杆 分 为 三 类 ， 并 按 不 同方 式 确定 其 临界 应 力 。 细 长 
杆 ， 即 4 兰 入 时 ， 用 欧 拉 公式 计算 临界 应 力 ; PKA, BMA <4< 入 时 ， 用 经 验 公 式 计 算 
临界 应 力 ; 粗 短 杆 ， 即 4 科 叉 时 ， 这 类 压 杆 一 般 不 会 失 稳 ， 只 可 能 发 生 屈服 或 断裂 ， 按 强 
度 问题 处 理 。 

塑性 材料 压 杆 的 临界 应 力 随 其 柔 度 变化 的 情况 如 图 99 所 示 ， 此 图 称 为 临界 应 力 总 
图 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 粗 短 杆 的 临界 应 力 与 4 值 无 关 ; 中 长 杆 的 临界 应 力 大 于 比例 极限 
随 4 值 的 增加 而 减 小 ; 细 长 杆 的 临界 应 力 小 于 或 等 于 比例 极限 с, 。 


Ce 一 о; 
6 бұ-а-5А. 


р 


À; 2 
粗 短 杆 „Ек, 细 长 杆 
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94 讨 杆 的 稳定 计算 


为 了 保证 压 杆 的 稳定 性 ， 必 须 使 它 所 承受 的 轴 向 压力 小 于 临界 压力 。 此 外 ， 还 要 考虑 
必要 的 稳定 性 安全 储备 ， 使 压 杆 具有 足够 的 稳定 性 。 因 此 ， 压 杆 的 稳定 条 件 为 


Y> 


F. 
Е<-а- 9.21 
PL (9.21) 
或 
n - = = [и], (9.22) 
AP, [n], 为 规定 的 稳定 安全 因数 。n 表示 临界 压力 开 , 与 工作 压力 的 比值 ， 称 为 压 杆 的 工 
作 稳 定安 全 因数 


考虑 到 压 杆 的 初 曲率 、 载 荷 偏心 、 材 料 不 均匀 等 因素 对 压 杆 临界 压力 的 影响 ， 所 以 规 
定 稳定 安全 因数 [n], 的 值 应 取 大 些 。 在 静 载荷 下 ， 对 于 钢材 [n], =1.8 一 3.0; 对 于 铸铁 
[n], =4.S—5.5; ЖИ [и], =2.5~3.5。 在 实际 工作 中 ， 应 按照 有 关 设 计 规 范 查 取 [n], 值 。 

例 9.3 空气 压缩 机 的 活塞 杆 由 45 钢 制 成 ， 两 端 可 简化 为 铵 支 座 ， cs =350МРа, 
с, =280МРа, E=210GPa. 长度 1=703mm ， 直 径 4 = 45mm ， 最 大 工作 压力 严 = 41.6kN o 
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规定 稳定 安全 因数 [m]..=8 一 10。 试 校 核 其 稳定 性 。 


解 : 由 式 (9.17)， 求 出 
2 E п? х210х10” =86 
%- с, =y 280x10% - 


AAF Н] (8 СЭС А, MA a =l. НЕПАЛ» ЛІ 


овы, аз 
4 4 i 1125x10 
由 于 4< 为 ， 所 以 不 能 用 欧 拉 公式 计算 。 由 表 92 查 得 优质 碳 钢 的 a=460MPa , 


b=2.57MPa ， 代 入 式 (9.20) 


а—6з 460-350 
А= р = твр 8 
可 见 ， 活 塞 杆 的 柔 度 <4< 为， 是 中 等 柔 度 杆 ， 利 用 直线 经 验 式 (9.18) 得 


au =a —ЬА = 460МРа — 2.57 x 62.SMPa =299.4MPa 


Е, =o, A=299.4x105 xT x(45x10°}N =4.76x10°N = 476kN 


活塞 杆 的 工作 稳定 安全 因数 为 
= 
F 416 

所 以 稳定 性 满足 要 求 。 

例 9.4 如 图 9.10 所 示 托 架 ，a =30”， 承 受 载荷 
P=12kKN 。 已 知 AB 杆 的 外 径 D=50mm， 内 径 
q=40mm， 材 料 为 Q235 钢 ， 弹 性 模 量 E=200GPa, jM 
定 稳定 安全 因数 [n], =3。 试 问 АВ 杆 是 否 稳定 。 

解 ” 先 取 CD 杆 来 分 析 ，CD 杆 在 B 点 受到 沿 АВ 
杆 向 上 方向 的 力 Ез EH, D 点 受到 力 P 的 作用 ， 还 
有 C 点 受 力 。 列 出 CD 杆 关 于 C 点 的 力矩 平衡 方程 

X Me=0, Е, х15005па — Px2000=0 
解 得 图 9.10 
Fs =32kN 


再 考虑 AB 杆 
т 4 4 
Т=-—=(р*-4°у 


А -10 -49-16% —402)mm2 = 707mm? 


if- Г? +d? =16mm 
A 4 


4B 杆 的 长 度 为 
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АВ 杆 的 柔 度 为 


2-0 151732 =108 
i 16 


由 于 柔 度 大 于 和 ， 是 细 长 杆 ， 临 界 压力 为 


> 1 2 9 
йө ДЕСЕ. _ п х200х10 


x707x10 °N =118kN 


2 108° 
AB 杆 的 稳定 安全 因数 为 
ne gD 
F 32 
所 以 AB 杆 是 稳定 的 。 


95 ”提高 压 杆 稳定 性 的 措施 


由 式 (9.13) 和 式 (9.18) 可 以 看 出 ， 压 杆 的 临界 应 力 与 压 杆 的 柔 度 4 以 及 材料 属性 有 关 ， 
而 柔 度 取决 于 压 杆 的 长 度 、 约 束 情况 和 横 截 面 的 形状 及 尺寸 等 。 因 此 ， 增 大 压 杆 的 临界 压 
力 或 临界 应 力 ， 提 高 压 杆 的 稳定 性 ， 可 以 采取 以 下 措施 。 


1. 选择 合理 的 截面 形状 
增 大 横 截 面 的 惯性 矩 可 以 增 大 截面 的 惯性 半径 ， 减 小 压 杆 的 柔 度 4 ， 以 增 大 临界 应 
力 ， 从 而 提高 压 杆 的 稳定 性 。 由 于 压 杆 一 般 在 比较 容易 发 生 弯曲 的 平面 内 失 稳 ， 如 果 只 增 


大 截面 某 个 方向 的 惯性 矩 ， 不 一 定 能 提高 压 杆 的 承载 能 力 。 如 果 各 方向 约束 情况 相同 ， 设 
计 压 杆 的 横 截 面 时 应 该 尽量 使 T=7,， 这 样 可 以 提高 整个 压 杆 的 稳定 性 。 另 外 ， 还 可 以 把 


截面 设计 成 空心 的 ， 如 图 9.11 所 示 ， 可 以 增 大 横 截面 各 个 方向 的 惯性 矩 ， 以 提高 压 杆 的 稳 


EQ 


图 9.11 


2. 改善 压 杆 约束 条 件 


杆 端 约束 的 刚性 越 好 ， 压 杆 的 u 值 就 越 小 ， 压 杆 的 柔 度 4 值 越 小 ， 整 个 压 杆 越 稳定 。 
例如 ， 一 些 工程 结构 中 的 支柱 ， 除 两 端 要 求 焊接 牢固 外 ， 还 需要 设置 肘 板 以 加 固 端 部 
约束 。 

在 条 件 允 许 的 情况 下 ， 尽 量 减 小 压 杆 的 实际 长 度 ， 可 以 减 小 柔 度 4 值 ， 从 而 提高 压 杆 
稳定 性 ， 否 则 可 以 采取 增加 中 间 支 承 的 方法 来 减 小 压 杆 的 支承 长 度 。 例 如 ， 为 了 提高 穿孔 
机 项 杆 的 稳定 性 ， 可 在 顶 杆 中 点 增加 一 个 抱 辊 ( 见 图 9.12)， 以 达到 既 不 减 小 顶 杆 实际 长 度 
又 提高 了 其 稳定 性 的 目的 。 
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аҥ 
УЧ А пт 网 F 
а “желе =s 
W зде [Z] m 
иш 
9.12 


3. 合理 选择 材料 


对 于 细 长 压 杆 ， 选 用 优质 钢材 以 提高 压 杆 的 稳定 性 效果 并 不 明显 。 从 式 (9.11) 和 
式 (9.15) 可 以 看 出 ， 临 界 压 力 和 临界 应 力 与 材料 的 弹性 模 量 E 成 正比 ， 但 是 优质 钢材 和 普 
通 钢 材 的 弹性 模 量 E 值 相差 并 不 大 。 对 于 中 长 杆 ， 选 用 优质 钢材 以 提高 压 杆 的 稳定 性 效果 
比较 明显 。 从 式 (9.18) 可 以 看 出 ， 临 界 应 力 与 材料 的 常数 a 和 b 值 有 关 ， 优 质 钢材 和 普通 
钢材 的 a 与 b 值 相差 比较 大 。 对 于 粗 短 压 杆 ， 应 按 强 度 问 题 来 处 理 ， 优 质 钢材 的 许 用 应 力 
明显 高 于 普通 钢材 ， 所 以 ， 选 用 优质 钢材 以 提高 粗 短 压 杆 的 安全 性 效果 明显 。 


ж = Л 


压 杆 稳定 性 是 指 受 压 杆 件 保持 原 有 直线 平衡 状态 的 能 力 ;， 如 果 压 杆 丧 失 直线 形状 的 平 
衡 而 变 为 曲线 状态 的 平衡 ， 称 为 失 稳 ; 压 杆 临界 压力 是 压 杆 由 稳定 平衡 到 不 稳定 平衡 的 临 
界 力 值 ， 压 杆 处 于 临界 状态 ， 为 不 稳定 平衡 。 

提高 压 杆 稳定 性 的 措施 主要 有 : @ 选 择 合理 的 截面 形状 ，@ 改 善 压 杆 约束 条 件 ，@@ 改 
善 压 杆 约束 条 件 。 


мой 


91 如 习题 9.1 图 所 示 的 3 根 细 长 压 杆 ， 材 料 的 弹性 模 量 均 为 E=200GPa ， 直 径 均 为 
а =160mm 。 试 求 各 杆 的 临界 压力 ， 并 比较 其 稳定 性 。 


F 
PES 
Ë сі 
z 
i м ӘНЕ 
(а) (b) (c) 

„1. 

习题 9.1 图 习题 9.2 图 


92 习题 9.2 图 所 示 压 杆 分 别 有 贺 形 、 和 矩形 和 正方 形 3 种 形状 的 横 截 面 ， 它 们 的 材料 
[205 2, 
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和 约束 条 件 等 都 相同 ， 横 截面 面积 均 为 4=3600mn?。 试 计算 这 3 种 情况 压 杆 的 柔 度 ， 并 比较 
其 稳定 性 。 
93 ХРЕН ВЕС, H Q235 钢 制 成 的 圆 截面 压 杆 ， 试 问 杆 长 7 应 是 直径 а 的 多 少 倍 
和 寺 ， 才 能 应 用 欧 拉 公式 计算 其 临界 压力 ? 

94 ”和 矩形 截面 细 长 压 杆 如 习题 9.4 图 所 示 ，b/h = 1/2。 如 果 将 b 改 为 后 变 成 的 正方 
截面 杆 仍 为 细 长 杆 ， 其 临界 压力 将 变 成 原来 的 多 少 倍 ? 

95 ”如 习题 9.5 图 所 示 托 架 各 杆 均 以 圆柱 形 铵 链 连 接 和 支承 ，w=30"” ，BC 杆 直 径 
d=40mm, МЕУ Q235 钢 。 试 判定 压 杆 BC 的 类 型 并 确定 此 压 杆 临界 应 力 的 计算 公式 。 


F 
АУ У 
К ЖЕ ГІ Д z 
|t Z 
Ы h 
(a) (b) 
习题 9.4 图 习题 9.5 图 


96 ЕН Q235 钢 制 成 的 25а 工 字 钢 压 杆 ， 两 端 为 固定 端 约束 ， 杆 长 7= 7m ， 弹 性 模 量 
=206GPa ， 规 定 的 稳定 安全 因数 [n], = 2 。 试 求 压 杆 所 能 承受 的 最 大 轴 向 压力 。 

97 ”柴油 机 的 挺 杆 可 简化 为 两 端 铵 支 杆 ， 由 0275 钢 制 成 ， 长 度 为 7= 25.7cm ， 直 径 
qd=8mm ， 弹 性 模 量 =210GPa с, = 240MPa ， 挺 杆 承受 的 最 大 工作 压力 下 =1.76kN , 
规定 的 稳定 安全 因数 [n], = 3 。 试 校 核 该 挺 杆 的 稳定 性 。 

98 习题 9.8 图 所 示 托 架 中 ，CD 为 刚 杆 ， 且 强度 足够 。4B 杆 的 长 度 1=800mm ， 直 
(5а =40mm ， 材 料 为 Q235 44, РР. 

(1) WR AB 杆 的 临界 压力 Fa o 

(2) 若 已 知 托 架 的 工作 载荷 下 = 70KN ， 并 规定 АВ 杆 的 稳定 安全 因数 [n],, =2 ， 试 问 托 


习题 9.8 习题 9.9 
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99 习题 99 图 所 示 正 方形 梅 架 由 5 根 圆 截面 钢 杆 组 成 。 已 知 各 杆 直径 均 为 
d=30mm ，a=lm ， 材 料 的 弹性 模 量 巨 =200GPa ， 许 用 应 力 [cl]=160MPa ， 极 限 柔 度 
为 =100 ， 规 定 的 稳定 安全 因数 [n], =3 。 试 求 此 结构 的 许可 载荷 [F]。 

910 千斤 项 螺杆 的 内 径 4 =52mm ， 长 度 为 1= 500mm， 材 料 为 Q235 钢 。 可 认为 螺 
杆 下 端 固 定 ， 上 端 自由 。 若 千斤 项 最 大 工作 压力 玉 =150kKN ， 试 求 螺杆 的 工作 稳定 安全 
因数 。 

9.11 矩形 截面 压 杆 如 习题 9.11 图 所 示 ， 两 端 用 柱 形 铵 连接 (在 xy 平面 内 弯曲 时 ， 两 
WARE: 在 хт 平面 内 弯曲 时 ， 可 视 为 两 端 固定 )。 压 杆 的 材料 为 Q235 钢 ， 弹 性 模 量 
Е = 2006бРа ， 横 截面 尺寸 为 Bxh= 40mmx60mm 。 试 求 压 杆 的 临界 压力 。 
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习题 9.11 


912 习题 9.12 图 所 示 结 构 中 ，4C 为 刚 杆 ， 且 强度 足够 。CD 杆 的 材料 为 Q235 钢 ， 
С, D PIKER. CA 4=20mm， 材 料 的 弹性 模 量 E=200GPa ，o = 200МРа, № 


定 的 稳定 安全 因数 [n], =3 。 试 确定 该 结构 的 许可 载荷 [F]。 


习题 9.12 图 
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第 10 章 动 R 1 
【本 章 学 习 重 点 】 
本 章 重 点 学 习 应 用 动静 法 计算 构件 在 匀 加 速 直线 运动 或 匀速 转动 的 动 应 力 和 动 变形 ， 
应 用 能 量 法 计算 构件 受 冲击 作用 时 的 动 应 力 和 动 变形 。 
【本 章 学 习 目标 】 
° 理解 动 载荷 、 动 荷 因 数 、 冲 击 韧性 等 概念 。 


e ”会 计算 构件 在 匀 加 速 直线 运动 或 匀速 转动 的 动 应 力 和 动 变形 。 
. 会 计算 构件 受 冲击 作用 时 的 动 应 力 和 动 变形 。 


10.1 ж Ж 


前 几 章 讨论 了 杆 件 在 静 载 荷 作用 下 的 强度 和 刚度 问题 。 静 载荷 是 指 从 零 缓 慢 地 增加 到 
某 一 定 值 后 保持 不 变 且 杆 内 各 质点 不 产生 加 速度 ， 或 加 速度 很 小 可 以 忽略 不 计 的 载荷 。 杆 
件 在 静 载 荷 作 用 下 产生 的 应 力 和 变形 分 别称 为 静 应 力 和 静 变 形 。 

若 载荷 使 杆 件 内 各 质点 产生 的 加 速度 较 大 ， 或 者 载荷 随时 间 发 生 明 显 变化 ， 则 这 样 的 
载荷 称 为 动 载荷 。 例 如 ， 高 速 旋转 的 飞轮 ， 由 于 向 心 加 速度 使 其 内 部 各 质点 产生 很 大 的 离 
心力 ， 从 而 可 能 导致 飞轮 的 破裂 : 涡轮 机 的 长 叶片 由 于 旋转 时 的 惯性 力 所 引 起 的 拉 应 力 可 
以 达到 相当 大 的 数值 ， 可 能 使 叶片 被 拉 断 而 引发 严重 事故 。 当 具有 一 定 速度 的 物体 冲击 静 
止 的 杆 件 时 ， 该 物体 的 速度 在 很 短 的 时 间 内 发 生 急剧 变化 ， 产 生 很 大 的 负 值 加 速度 ， 物 体 
对 静止 的 杆 件 施加 很 大 的 作用 力 。 例 如 ， 气 锤 在 锻造 坯 件 时 ， 由 于 锤 头 和 锻 坯 这 两 个 物体 
在 碰撞 瞬间 所 产生 的 冲击 载荷 ， 能 使 锤 杆 内 的 应 力 较 静 载荷 应 力 有 几 倍 甚至 几 十 倍 的 增 
长 。 这 种 在 动 载荷 作用 下 ， 杆 件 产生 的 应 力 和 变形 分 别称 为 动 应 力 和 动 变形 。 

试验 结果 表明 ， 只 要 应 力 不 超 过 材料 的 比例 极限 ， 胡 克 定 律 仍 适用 于 动 载荷 下 的 应 力 
和 变形 的 计算 ， 弹 性 模 量 也 与 静 载 荷 下 的 数值 相同 。 本 章 着 重 讨论 构件 有 加 速度 时 的 应 力 
计算 和 冲击 载荷 等 问题 。 


102 用 动静 法 求 应 力 和 变形 


10.2.1 等 加 速 直 线 运动 时 构件 的 应 力 计算 


当 构件 各 点 的 加 速度 为 已 知 或 可 以 求 出 时 ， 可 以 采用 动静 法 求解 构件 的 动 应 力 问 
题 。 先 计算 出 运动 构件 的 惯性 力 ， 然 后 可 以 将 构件 视 为 在 主动 力 、 约 束 力 和 惯性 力作 用 下 
处 于 平衡 。 再 利用 静 力 学 的 方法 就 可 以 计算 出 构件 的 内 力 、 应 力 及 变形 等 ， 进 而 对 构件 的 
强度 和 刚度 进行 计算 。 

例如 ， 设 升降 机 启动 时 ， 以 等 加 速度 a 起 吊 一 重量 为 P 的 重 物 ， 如 图 10.1(a) 所 示 。 已 


知 钢 索 横 截面 面积 为 4， 材料 的 密度 为 p ， 求 距离 钢 索 下 端 为 x 的 截面 上 的 内 力 。 


静止 时 ， 用 截面 法 在 距离 钢 索 下 端 为 x 的 截面 т-п 处 截 开 (图 10.1(b)， 截 取 部 分 受 


到 轴 向 静 内 力 Ru 92 0738 7) W= Apgx 以 及 重 物 的 重力 作用 而 处 于 平衡 。 此 时 


Fs = P+ Apgx 
启动 加 速 向 上 时 ， 仍 用 截面 法 在 距离 钢 索 下 端 为 x 的 截面 m—n 处 截 开 ( 见 图 10.1(c))， 


截取 部 分 受到 轴 向 动 内 力 Е, 、 钢 索 的 重力 W. BOREN P 以 及 与 加 速度 方向 相反 的 钢 
索 连同 重 物 的 惯性 力 瑟 。 其 中 ， L „ТЕЛЕЕ, 应 用 达 朗 贝尔 原理 ， 可 以 由 静 力 


231 


F 衡 方程 来 计算 т-п 截面 上 的 动 内 力 ， 即 


Fa =P+W+F, = Pa apgr EHAE a (p+ арі.) 
g 8 


10.1 
因为 ，P+ Арах 为 m—n 截面 上 的 静 内 力 。 所 以 有 


Fa =.) ққ, (104) 
8 


AT, К, 为 动 荷 因数 。 


例 10.1 梁 由 钢 索 起 吊 ， 以 等 加 速度 a 上 升 ， 如 图 10.2(a) 所 示 。 已 知 梁 的 横 截 面 面 积 


为 4， 抗 弯 截 面 系数 为 防 ， 材 料 的 密度 为 p 。 求 梁 中 点 处 横 截 面 上 的 最 大 动 应 力 。 


和 钢 索 的 拉力 外 ， 还 需要 附加 惯性 力 ， 惯 性 力 的 集 度 为 gr 


解 : (1) 受 力 分 析 。 吊 车 以 等 加 速度 a 起 吊 时 ， 梁 除了 受 自 重 (载荷 集 度 为 4. = Apg) 
с. Apa. 在 这 些 力 的 共同 


作 


下 ， 梁 处 于 假想 的 平衡 状态 。 于 是 ， 图 10.2(b) 所 示 梁 的 载荷 集 度 为 


=hF h = q, ЗЕ Ы) 
5 g 
钢 索 起 吊 的 拉力 为 


FL үза ) 
2 g Е 


Ег 


图 10.2 
(2) 计算 内 力 。 梁 中 点 处 横 截 面 上 的 弯 矩 为 


i (TY 1 aY ) 
M=F|—-b|-—q4|— | ==4og|1+ 二 | ——_5 | 
G J 542) 2 | дЕ 


(3) 计算 梁 中 点 处 横 截 面 上 的 最 大 动 应 力 。 梁 中 点 处 横 截 面 上 的 最 大 动 应 力 为 
a 2) 
w, aw, ("za 
当 加 速度 等 于 零 时 ， 由 上 式 求 得 杆 件 在 静 载 下 的 应 力 为 
o, -528(2ь) 
ой, (2 
故 梁 中 点 处 横 截 面 上 的 最 大 动 应 力 o, 可 以 表示 为 


式 中 ， 括 号 里 的 即 为 动 荷 因 数 ， 记 为 


于 是 可 写成 
с, = K,o, 
这 表明 动 应 力 等 于 静 应 力 乘 以 动 荷 因数 。 强 度 条 件 可 以 表示 为 
o, = К,ос, < [c] 


AH, [o] 为 静 载荷 时 的 许 用 应 力 。 


10.22 ”等 角速度 转动 时 构件 的 应 力 计算 


工程 中 除了 做 等 加 速 直线 运动 的 构件 外 ， 还 有 许多 构件 做 等 角速度 转动 ， 如 装 在 蒸汽 
机 和 内 燃 机 上 的 飞轮 。 设 计 飞轮 时 ， 要 求 用 料 少 而 惯性 大 ， 因 而 飞轮 的 式样 常 做 成 轮 缘 厚 
中 间 薄 ， 甚 至 中 间 只 有 几 条 轮 辐 的 形状 ， 如 图 10.3(a) 所 示 。 现 分 析 飞 轮 以 等 角速度 转动 时 
轮 缘 横 截面 上 的 应 力 。 

设 飞轮 的 平均 半径 为 尺 ， 轮 缘 的 横 截 面 面 积 为 4 ， 材 料 密度 为 p ， 飞 轮转 动 的 角速度 
Жо. 
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10.3 


若 不 计 轮 辐 对 于 轮 缘 的 影响 ， 可 将 飞轮 简化 为 一 个 绕 中 心 转动 的 圆 环 ， 如 图 10.3(b) 所 
示 。 由 于 此 圆 环 做 等 角速度 转动 ， 因 而 圆 环 内 各 点 只 有 向 心 加 速度 。 又 因 飞轮 的 轮 缘 厚 度 
远 比 飞轮 的 平均 半径 小 ， 所 以 可 以 认为 圆 环 上 各 点 的 向 心 加 速度 与 圆 环 轴线 上 各 点 的 向 心 
[速度 相等 ， 即 a, = o?R 。 根 据 动静 法 ， 将 集 度 为 gq, = Apa, = Apo К 的 离心 惯性 力 加 在 
圆 环 轴线 上 ， 就 可 根据 平衡 条 件 进行 计算 。 

用 截面 法 把 轮 缘 对 称 截 开 ， 保留 上 半 部 分 (图 10.3(c))， 并 用 с, 表示 截面 上 的 拉 应 力 。 

由 静 力 学 平衡 条 件 六 已 =0， 得 


[a Rsingdo — 24o, =0 


经 过 积分 并 简化 ， 得 
q R = Ас, 
将 gq, 值 代入 上 式 ， 得 
о, = ре? = ру? 
式 中 ，v 为 飞轮 在 半径 RR 处 的 切 向 线 速度 。 根 据 强度 条 件 ， 为 了 保证 飞轮 安全 ， 必 须 


о, = ру < [0] 


„<fa (10.2) 
р 


由 此 可 见 ， 对 飞轮 的 转速 应 该 有 一 定 的 限制 。 允 许飞 轮 的 最 大 切 向 线 速度 为 v， 取 决 
于 材料 的 许 用 应 力 和 材料 的 密度 为 p ， 而 与 飞轮 的 直径 以 及 轮 缘 的 截面 尺寸 无 关 。 

例 10.2 图 10.4 所 示 为 一 装 有 飞轮 的 轴 ， 已 知 飞轮 的 半径 R=250mm ， 重 P=450N, 
轴 的 直径 4 =50mm ， 轴 的 转速 n=5r/s 。 试 求 : 当 轴 在 10s 内 制 动 时 轴 内 由 于 惯性 而 产生 
的 最 大 切 应 力 。 

Ж. 轴 在 105 制 动 时 ， 飞 轮 与 轴 同 时 做 匀 减 速 转动 ， 其 角 加 速度 为 


一 一 一 5 
PE % 0 2an _ 2лх i 
š t 10 


负 号 表示 a 的 方向 与 @ 的 方向 相反 。 由 动静 法 ， 在 飞轮 上 附加 惯性 力矩 M, (其 方向 与 


所 以 


иш 


式 中 ，.7 为 飞轮 的 转动 惯量 ， 其 值 为 


二 0.25 kg -m° 
9.8 


ч 
%, 


制动器 所 产生 的 摩擦 力 偶 甜 与 惯性 力矩 M, 平 衡 ， 从 而 使 轴 发 生 扭 转变 形 。 所 以 轴 内 


最 大 扭转 切 应 力 为 


0 
9.8 


M, 3 
= 198 ______вы-абтехаб 
Tp nd a00) KE SS 
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10.3 ” 杆 件 受 冲击 时 的 应 力 和 变形 


工程 实际 中 ， 经 常 遇 到 冲击 载荷 ， 如 气 锤 锻 造 、 金 属 的 冲压 加 工 以 及 传动 轴 的 突然 制 
动 等 。 气 锤 、 高 速 转动 的 飞轮 等 为 冲击 物 ， 而 锻件 和 固 接 飞轮 的 轴 则 是 承受 冲击 的 构件 。 
由 于 冲击 物 对 被 冲击 构件 冲击 的 持续 时 间 很 短 ， 冲 击 时 间 不 易 准确 测定 ， 而 且 接触 区 域内 
的 应 力 状 态 很 复杂 ， 所 以 不 能 采用 动静 法 来 计算 冲击 时 的 应 力 。 但 是 ， 可 以 用 能 量 法 来 近 
似 地 计算 冲击 时 的 变形 ， 然 后 根据 变形 求 出 应 力 。 

采用 能 量 法 计算 动 应 力 时 假定 :不计 冲 击 物 的 变形 (将 冲击 物 视 为 刚体 )， 且 冲击 物 
与 被 冲击 物 接触 后 不 回 弹 ，@@ 被 冲击 物 是 弹性 变形 体 ， 材 料 服 从 胡 克 定律 ， 被 冲击 物 的 质 
量 与 冲击 物 相 比 很 小 ， 可 略 去 不 计 ; 图 冲击 过 程 中 ， 冲 击 物 的 机 械 能 将 全 部 转化 为 被 冲击 
物 的 应 变 能 ， 不 考虑 其 他 能 量 (如 热能 、 声 能 和 光 能 等 ) 的 损耗 。 

以 杆 件 的 轴 向 冲击 为 例 。 如 图 10.5 所 示 ， 设 有 一 弹性 杆 АВ 长 为 ! ， 横 截面 面积 为 
4， 弹 性 模 量 为 £， 受 到 质量 为 P 的 冲击 物 从 高 为 h 的 地 方 自由 下 落 的 冲击 作用 。 杆 件 受 
到 冲击 后 变形 值 为 6,， 它 所 受 的 冲击 载荷 最 终 值 为 瑟 。 

在 冲击 过 程 中 ， 重 力 所 做 的 功 为 


W = P(h+ ë,) (10.3) 
杆 件 材料 服从 胡 克 定律 时 ，& -Ш, 杆 件 的 应 变 能 为 


n=- Тез 
2 21 
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-一 
` | 
Hr 5 
2 
Ж. В 
(a) (b) © 
10.5 


BLAST ЖЕНЕН Ж, MEDERE, BBW =V ， 得 
Р(%+б,)= 24 
21 


经 移 项 整理 后 得 到 


áb p PL э, 2а. чу 
EA EA 


或 
82 —26,б, —2Вб, =0 


Ж, á, =Z 为 杆 件 在 静 载 荷 P 作 用 下 的 静 变 形 。 


从 上 式 解 得 
ЕЕ 1 
ó, 


因 6, 应 大 于 5,， 故 式 中 根 号 前 应 取 正 号 ， 即 


ó, =Š, Ë 
б, 


Фк, =1+, 120, к,ор баата. 


杆 件 的 冲击 应 力 为 
о, = Куо (10.4) 
当 自由 落体 的 高 度 轧 -= 0 时 ， 即 为 突 加 载荷 时 ， 动 荷 因 数 为 
及 =1+VI+0=2 
当 自由 落体 的 高 度 很 大 ， 即 22 >>1 时 ， 动 共 因 数 可 以 近似 地 写成 
& 127 
ô 


БЕ 
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例 10.3 ЖМ 10.2 中 的 飞轮 轴 AB 在 4 端 突然 刹车 ( 即 А 端 突然 停止 转动 )， 设 材料 的 
切 变 模 量 G=80GPa， 轴 的 长 度 三 lm。 试 求 轴 内 的 最 大 动 应 力 。 

解 : 当 4 端 突然 刹车 时 ，B 端 飞轮 具有 动能 ， 所 以 АВ 轴 受 到 冲击 ， 发 生 扭转 变形 。 
冲击 过 程 中 ， 飞 轮 的 角速度 最 后 降 为 零 ， 动 能 T 全 部 转变 为 轴 的 扭转 应 变 能 。 飞 轮 动 能 的 


AT=1 2 
2 
轴 的 扭转 应 变 能 为 
ай 
261, 
ФАТ =, ЯННЖ 
ЛОГ, 
=n 


轴 内 的 最 大 冲击 切 应 力 为 


Т, JGI, 
ел i Т? 
对 于 圆 轴 ， 有 
Т, mas (Л6Ү 6: 2 
жены = 
4 
于 是 


可 见 扭转 冲击 时 ， 轴 内 最 大 动 应 力 ru 与 轴 的 体积 41 有 关 。 体 积 Al АК, т, 越 
小 。 将 已 知 的 数据 代入 上 式 ， 得 


2х80х10° x x 0.252 
=l0m|——aaj O [s 
= ү тх0.025° х1 á 


= 480x10‘ Pa = 480MPa 
1104 如 图 10.6 所 示 ， 重 力 为 P 的 重 物 在 高 h 处 自由 落下 ， 冲 击 梁 的 中 点 。 设 梁 
的 弹性 模 量 с. BEEE 了 和 抗 弯 截面 系数 磷 均 为 已 知 ， 试 求 梁 内 的 最 大 正 应 力 和 梁 中 点 的 


PERE. 
РФ 
- 
А B 
12 12 
8106 
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Ж. 重 物 以 静 载 荷 方式 作用 在 梁 上 时 ， 根 据 梁 的 弯曲 变形 ， 可 以 求 出 梁 中 点 的 静 位 


人 
x 
q 


移 为 
_Pr 
* A8ET 
梁 内 最 大 静 应 力 为 
2L 
w~ А, 
动 荷 因数 为 
K,=1+ ЕДЕ 24 
3 РЇ 
最 大 冲击 应 力 为 
aa = K,o,, = 1 =a 
ау. РЇ 
梁 中 点 的 最 大 挠 度 为 
ó, = К,5, . |9 
48EI РІ 


例 105 如 图 107 ут, = ИШЕ Уу 


ЕІ, ЗЫН АЖО W, ЖР 自由 下 落 冲击 在 刚 架 的 C 


点 处 ， 求 刚 架 内 的 最 大 正 应 力 (不 计 轴 力 的 影响 )。 


解 : 重 物 以 静 载 荷 方式 作用 在 刚 架 上 时 ， 根 据 刚 架 的 


弯曲 变形 ， 可 以 求 出 刚 架 С 点 处 的 静 位 移 为 
_ 4Pa’ 
“ ЗЕТ 


动 荷 因数 为 


刚 架 内 的 最 大 静 应 力 为 


10.7 


Pa 
Oam 一 一 
w 
刚 架 内 的 最 大 冲击 应 力 为 
Osmax = КО ы (+ 1 a 
2Ра |Y 
104 冲击 韧性 


工程 上 衡量 材料 抗 冲 击 能 力 的 标准 是 冲 断 试 样 所 


ге ды кз. 
тіп НЕ ЕН. 


的 多 少 。 试 验 时 ， 将 带 有 切 模 
1275 2 
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的 弯曲 试 样 放 在 试验 机 的 支架 上 ， 并 使 切 槽 位 于 受 拉 的 一 侧 ( 图 10.8)。 当 重 摆 从 一 定 高 度 
自由 落下 将 试 样 冲 断 时 ， 试 样 所 吸收 的 能 量 等 于 重 摆 所 做 的 功 丈 。 用 试 样 在 切 槽 处 的 最 小 
横 截 面 面 积 4 除 W, 8 


а,--- (10.5) 


AP, а, 为 冲击 韧性 (Jam” )。 a, 越 大 表示 材料 抗 冲击 的 能 力 越 强 。 一 般 来 说 ， 塑 性 材料 
的 抗 冲击 能 力 远 高 于 脆性 材料 。 例 如 ， 低 碳 钢 的 冲击 韧性 就 远 高 于 铸铁 。 冲 击 徙 性 也 是 材 
料 的 性 能 指标 之 一 。 某 些 工程 问题 中 ， 对 冲击 韧性 的 要 求 一 般 有 具体 规定 。 


— 


(а) Фф) 

图 10.8 
л шк жы у= 
= “ПЕ 
4: y ве y 

-ө- k— o] 
(a) (b) 
A 10.9 


о, 的 数值 与 试 样 的 尺寸 、 形 状 、 支 承 条 件 等 因素 有 关 ， 所 以 它 是 衡量 材料 抗 冲击 能 
的 一 个 相对 指标 。 为 了 便于 比较 ， 测 定 a 时 应 采用 标准 试 样 。 我 国 通用 的 标准 试 样 是 两 端 
简 支 的 弯曲 试 样 ( 见 图 10.9(a))， 试 样 中 央 开 有 半圆 形 切 槽 ， 称 为 U 形 切 槽 试 样 。 为 避免 材 
料 不 均匀 和 切 槽 不 准确 ， 试 验 时 每 组 不 应 少 于 4 根 试 样 。 试 样 上 开 切 槽 是 为 了 使 切 槽 区 域 
高 度 应 力 集中 ， 这 样 切 槽 附近 区 域内 便 集 中 吸收 了 较 多 的 能 量 。 切 槽 底部 越 尖 锐 就 越 能 体 
现 上 述 要 求 。 所 以 有 时 采用 VÉR, WE 10.9(b) 所 示 。 

试验 结果 表明 ，cx 的 数值 随 温度 的 降低 而 减 小 。 在 图 10.10 中 ， 若 纵 轴 代表 试 样 冲 断 
时 吸收 的 能 量 ， 低 碳 钢 的 xxx 随 温度 的 变化 情况 如 图 中 实 线 所 示 。 图 线 表 明 ， 随 着 温度 的 
降低 ， 在 某 一 狭窄 的 温度 区 间 内 ， о, 的 数值 又 然 下 降 ， 材 料 变 脆 ， 这 就 是 冷 脆 现 象 。 使 


; 另 一 部 分 面积 呈 纤 维 状 ， 是 塑性 断口 。V 形 切 槽 试 样 应 力 集中 程度 较 高 ， 因 而 断口 分 
区 比较 明显 。 用 一 组 V 形 切 槽 试 样 在 不 同 温度 下 进行 试验 ， 晶 粒状 断口 面积 占 整 个 断面 面 
积 的 百分比 随 温度 降低 而 升 高 ， 如 图 10.10 中 的 虚线 所 示 。 一 般 把 晶 粒 状 断 口 面积 占 整 个 
断面 面积 的 50% 时 的 温度 规定 为 转变 温度 ， 并 称 为 FATT。 


试 样 吸收 能 量 /) 


FATT 0 — 温度 PC 
10.10 


并 非 所 有 金属 都 有 冷 脆 现 象 。 例 如 ， 铝 、 铜 和 某 些 高 强度 合金 钢 ， 在 很 大 的 温度 变化 
范围 内 a 的 数值 变化 很 小 ， 没 有 明显 的 冷 脆 现 象 。 


105 ”提高 杆 件 抗 冲击 载荷 能 力 的 措施 


工程 中 ， 在 打桩 、 锻 造 和 溺 岩 等 时 人 们 需要 利用 冲击 产生 大 的 动 载荷 。 但 是 在 更 多 情 


况 下 ， 并 不 希望 在 机 器 设备 运转 时 出 现 较 大 的 冲击 载荷 ， 因 此 需要 尽量 避免 或 减 小 。 
从 公式 天 =1+ + 于 可 以 看 出 ， 前 变形 越 大 ， 动 茶 因 数 越 小 ， 因 此 可 以 采用 降低 


st 


杆 件 刚 度 或 者 增 大 杆 长 的 方法 来 减缓 冲击 作用 。 例 如 ， 图 10.11(a) 所 示 ， 汽 缸 盖 受到 冲击 
时 ， 常 常 使 汽缸 盖 上 的 短 螺栓 损坏 。 但 若 采 用 长 螺栓 ( 见 图 10.11(b))， 可 增 大 螺栓 的 静 变 
形 ， 从 而 减 小 动 荷 因 数 ， 提 高 结构 承受 冲击 载荷 的 能 


Ы 
ға 
ЕЛ 
ех 


长 螺栓 


“Ее == == 
T || 


МХХ] 


(b) 


10.11 
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另 一 种 增 大 杆 件 静 变形 的 有 效 方法 是 安装 缓冲 装置 ， 如 各 种 各 样 的 弹簧， 或 在 冲击 点 
处 热 上 弹性 模 量 值 较 小 的 材料 ， 如 橡胶 、 软 塑料 等 。 钢 板 弹 答 的 刚度 较 小 ， 安 装 在 汽车 大 
梁 和 底盘 下 可 以 组 和 汽车 受到 的 冲击 ， 起 到 减 振作 用 。 

此 外 ， 对 于 承受 轴 向 冲击 的 杆 件 ， 应 尽 可 能 做 成 等 截面 ， 以 利于 提高 抗 冲击 能 力 。 例 
如 ， 抗 冲击 的 螺钉 ， 若 使 光 杆 部 分 的 直径 大 于 螺纹 内 径 ， 如 图 10.12(a) 所 示 ， 就 不 如 使 光 
杆 部 分 的 直径 与 螺纹 的 内 径 接 近 相 等 [ 见 图 10.12(b) 和 图 10.12(c)]。 这 样 ， 螺 钉 接 近 于 等 截 
面 杆 ， 静 变形 &, 增 大 ， 而 静 应 力 没 变 ， 于 是 降低 了 动 应 力 。 而 且 ， 图 10.12(a) 中 从 光 杆 到 
螺纹 的 截面 突变 处 ， 存 在 的 应 力 集中 对 冲击 作用 非常 敏感 。 


(c) 


图 10.12 
本 章 小 结 


若 载荷 使 杆 件 内 各 质点 产生 的 加 速度 较 大 ， 或 者 载荷 随时 间 发 生 明 显 地 变化 ， 这 样 的 
载荷 称 为 动 载荷 。 如 构件 有 加 速度 运动 、 冲 击 载荷 等 。 

构件 作 色 加速 直线 运动 或 等 速 转动 时 ， 通 过 施加 惯性 力 将 动力 学 问题 转化 为 静 力 学 
问题 ( 即 动静 法 )。 杆 件 受 冲击 载荷 时 ， 用 能 量 法 来 近似 地 计算 冲击 时 的 变形 ， 然 后 根据 变 
形 求 出 应 力 。 


习 题 


101 如 习题 10.1 图 所 示 ， 一 钢 索 吊 起 重量 P= 50kN 的 M 物体 ， 跨 过 定 滑轮 以 等 加 
速度 a=3m/s 向 上 提升 。 不 计 钢 索 的 重量 ， 试 计算 钢 索 的 拉力 。 

102 ”如 习题 10.2 图 所 示 ， 钢 索 АВ 以 向 上 勾 加 速度 a= 8m/s? 吊 起 一 根 No.22a TF 
钢 。 钢 索 的 横 截 面 面 积 4= 60mm2， 若 不 计 钢 索 自重 ， 只 考虑 工 字 钢 的 重量 。 试 求 工 字 钢 
和 钢 索 的 最 大 动 应 力 。 

103 ”如 习题 10.3 图 所 示 飞 轮 材 料 的 许 用 应 力 [c]= 78MPa ， 密 度 p=7800kg/m 。 若 
不 计 轮 辐 的 影响 ， 试 计算 飞轮 的 许可 线 速度 。 

104 如 习题 10.4 图 所 示 ， 一 杆 端 连接 一 重量 为 P 的 小 球 ， 以 角速度 四 绕 铅 垂 轴 在 水 
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平面 内 转动 。 杆 的 长 度 为 7/， 横 截面 面积 为 4， 重 量 为 Pi. ЗОКИ, 


= 
ЕШ si enl No.22a 


习题 10.1 图 习题 10.2 图 
4 二 
М 
习题 10.3 图 习题 10.4 图 
10.5 ”砂轮 外 径 D=300mm， 材 料 密度 p=3000kg/m ， 许 用 应 力 [c]=SMPa 。 求 砂轮 


允许 的 最 大 转速 。 

106 ” 桥 式 起 重 机 以 匀 加 速 提 升 一 重 物 ， 如 习题 10.6 图 所 示 。 开 始 起 吊 时 重 物 在 15 内 
等 加 速 上 升 了 /=1.5Sm， 已 知 起 重 机 梁 为 20a 工 字 钢 (其 自重 的 载荷 集 度 gq=273N/m， 抗 弯 截 
面 系数 =237cnw)， 梁 的 跨度 三 5m， 重 物 重 P=12kKN， 钢 丝 绳 重 忽 略 不 计 ， 梁 材料 的 许 用 
应 力 为 [oc]=120MPa ， 试 校 核 梁 的 强度 。 

107 ”如 习题 10.7 图 所 示 ， 在 直径 为 100mm 的 轴 上 装 有 转动 惯量 J=0.5kN .ms 的 飞 
轮 ， 轴 的 转速 为 300r/min 。 制 动 器 开始 作用 后 ， 在 20r 内 将 飞轮 刹 停 。 试 求 轴 内 最 大 剪 应 
力 。 设 在 制动器 作用 前 轴 已 与 驱动 装置 脱 开 ， 且 轴承 内 的 摩擦 力 可 以 不 计 。 


飞轮 制动器 


习题 10.6 图 习题 10.7 
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10.8 习题 10.8 图 所 示 АВ 轴 以 匀 角 速度 @ 做 定 轴 转动 ， 在 轴 的 纵向 对 称 面 内 ， 由 于 
轴线 两 侧 装 有 两 个 重量 为 乙 的 圆 球 。 试 绘制 图 示 位 置 时 轴 的 弯 下 图 。 

109 习题 10.9 图 所 示 机 车 车 轮 以 n=300r/min 的 转速 旋转 。 平 行 杆 AB 的 横 截 面 为 
ЖЖ, h=5.6cm, Ь=2.8сш, &#7=2ш, ғ-25ап, МЕШ ЖЛ У ро =7.8р/сш'ь 。 试 确 
定 平 行 杆 最 危险 的 位 置 和 杆 内 最 大 正 应 力 。 


习题 10.8 图 习题 10.9 


10.10 习题 10.10 图 所 示 两 悬臂 梁 的 材料 相同 ， 截 面 为 圆 截 面 ， 直 径 都 为 4， 有 一 重 
量 为 P 的 圆 球 ， 自 高 度 h 处 自由 落下 。 试 问 ， 当 圆 球 落 在 梁 中 点 C[ 见 图 (a)] 和 落 在 梁 的 自 
由 端 B[ 见 图 (b)] 时 ， 哪 一 种 情况 下 梁 的 动 荷 因数 KK, K? 哪 一 种 情况 下 梁 的 动 变形 大 ? 


ro 


" 
B 办 | А 


(а) Фф) 
习题 10.10 


10.11 如 习题 10.11 HAR, EEX P WEHA h 处 下 落 冲 击 梁 上 的 C 点 。 设 梁 
МЕ. I ЖАЗА ЖУ 皆 为 已 知 量 。 试 求 梁 内 最 大 正 应 力 及 梁 的 跨度 中 点 的 找 度 。 

10.12 ”如 习题 10.12 图 所 示 ，10 号 工 字 梁 的 C 端 固定 ，4 РС ГА АВ Eo 
钢管 的 内 径 和 外 径 分 别 为 30 mm ЖІ 40 mm, B 端 也 为 匀 支 。 梁 和 钢管 都 是 Q235 钢 。 当 重 
为 300N 的 重 物 落 于 梁 的 4 端 时 ， 试 校 核 АВ 杆 的 稳定 性 。 规 定 的 稳定 安全 因数 
D], =2.5 。 

1013 ”如 习题 10.13 图 所 示 ， 直 径 4 =300mm 、 长 7= бт 的 圆 木 柱 ， 下 端 固定 ， 上 端 
受 重 已 =2KN ЯМЕН, ЖМИ Е, =10GPa 。 求 下 列 3 种 情况 下 ， 木 桩 内 的 最 大 正 应 力 : 

(а) 重 锤 以 静 载荷 的 方式 作用 于 木 桩 上 ; 

(b) 重 犹 从 离 桩 顶 0.5m 的 高 度 自由 落下 ; 

(с) 在 桩 项 放置 直径 为 150mm 、 厚 为 40mm 的 橡皮 垫 ， 橡 皮 垫 的 弹性 模 量 E, = 8MPa 。 
重 锤 也 是 从 离 橡 皮 垫 项 面 0.5m 的 高 度 自由 落下 。 


8402 уйш | 


10.14 


载荷 作用 下 缩短 0.0625cm 。 钢 杆 的 直径 4 =4cm ， 
Е =200СРа„ #717 E JS 15kN ЙЯ 


一 > 0.5mm < 


(a) (b) 
习题 10.13 


习题 10.12 图 


[Р] 


Ит 


(с) 


习题 10.14 图 所 示 钢 杆 的 下 端 有 一 固定 圆 盘 ， 盘 上 放置 弹簧 。 弹 簧 在 1kN 的 静 


可 高 度 等 于 多 大 ? 
1015 梁 4B 和 梁 CD 的 材料 相同 ， 横 截面 也 相同 。 在 习题 10.15 图 所 示 冲 击 载 荷 的 
作用 下 ， 试 求 两 梁 最 大 应 力 之 比 和 各 自 吸收 能 量 之 比 。 


1=4m ， 许 用 应 力 [c]=120MPa , 


4 物 自由 落下 ， 求 其 许可 的 高 度 h BRAME, WYF 


习题 10.14 图 习题 10.15 图 
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【本 章 学 习 重 点 】 

本 章 主要 学 习 交 变 应 力 、 疲 劳 失效 、 持 久 极限 等 概念 ， 分 析 影 响 持久 极限 的 因素 ， 进 
行 构件 的 疲劳 强度 计算 。 

【本 章 学 习 目 标 】 

о ”理解 交 变 应 力 、 失 效 破 坏 、 持 久 极 限 等 概念 。 

e 了解 交 变 应 力 下 材料 疲劳 失效 的 机 理 和 特点 ， 了 解 影响 持久 极限 的 主要 因素 。 

@ ”会 进行 构件 的 疲劳 强度 计算 。 


111% Ж 


某 些 零件 工作 时 ， 承 受 随时 间 做 周期 性 变化 的 应 力 。 例 如 ， 在 图 11.1(a) 中 F RRR 
路 合 时 作用 于 齿轮 上 的 力 。 此 轮 每 旋转 一 周 ， 齿 轮 哮 合 一 次 。 哮 合 时 F 由 零 迅速 增加 到 最 
大 值 ， 然 后 又 减 小 到 零 。 因 而 ， 齿 根 4 点 的 弯曲 正 应 力 o 也 由 零 增 加 到 最 大 值 ， 再 减 小 到 
零 。 齿 轮 不 停 地 旋转 ，o 也 就 不 停 地 重复 上 述 过 程 。o 随时 间 ; 变化 的 曲线 如 图 11.1(b) 所 
示 。 又 如 ， 火 车 轮轴 上 的 力 F (WE 11.2(a)) 来 自 车 古 ， 大 小 和 方向 基本 不 变 ， 即 弯 矩 不 
变 。 但 轴 以 角速度 @ 转动 时 ， 横 截面 上 4 点 到 中 性 轴 的 距离 y= rsin of ， 却 是 随时 间 + 变 
化 的 。4 点 的 弯曲 正 应 力 为 


图 11.1 
HIL, o 是 随时 间 + 按 正 弦 曲 线 变 化 的 ( 见 图 11.2(b))。 再 如 ， 因 电动 机 转子 偏心 惯性 
力 引起 强迫 振动 的 梁 ( 见 图 11.3(a))， 其 危险 点 应 力 随时 间 变 化 的 曲线 如 图 11.3(b) 所 示 。 
с, 表示 电动 机 重量 P 按 静 载荷 方式 作用 于 梁 上 引起 的 静 应 力 ， 最 大 应 力 ce 和 最 小 应 力 
G, 分 别 表示 梁 在 最 大 和 最 小 位 移 时 的 应 力 。 
随时 间 做 周期 性 变化 的 应 力 称 为 交 变 应 力 。 一 般 认 为 ， 对 于 金属 疲劳 ， 在 足够 大 的 交 
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变 应 力 下 ， 金 属 中 位 置 最 不 利 或 较 弱 的 晶体 ， 沿 最 大 切 应 力作 用 面 形成 滑 移 带 ， 滑 移 带 
橡 成 为 微观 裂纹 。 在 构件 外 形 突变 (如 贺 角 、 切 口 、 沟 楼 等 ) 或 表面 刻 痕 或 材料 内 部 缺陷 等 
部 位 ， 都 可 能 因 较 大 的 应 力 集中 而 引起 微观 裂纹 。 分 散 的 微观 裂纹 经 过 集结 沟通 ， 形 成 宏 
观 裂纹 。 以 上 是 裂纹 的 萌生 过 程 。 已 形成 的 宏观 裂纹 在 交 变 应 力 下 逐渐 扩展 ， 随 着 裂纹 的 
扩展 ， 构 件 的 有 效 截面 面积 逐步 缩小 ， 当 有 效 截 面 面 积 缩小 到 -一定 程度 时 ， 构 件 便 突 然 
іш. 


图 11.2 


图 11.4(a) 是 构件 疲劳 断口 的 照片 。 观 察 断口 可 以 发 现 ， 断 口 分 成 两 个 区 域 ， 一 个 光 
滑 ， 一 个 粗糙 ， 粗 糙 区 呈 颗 粒状 [ 见 图 11.4(b)j]。 这 是 因为 在 裂纹 扩展 过 程 中 ， 裂 纹 的 两 个 
侧面 在 交 变 载荷 作用 下 ， 时 而 压 紧 时 而 分 开 ， 多 次 反复 ， 这 就 形成 断口 的 光滑 区 。 断 口 的 
颗粒 状 粗糙 区 则 是 最 后 突然 断裂 形成 的 。 


粗糙 区 


裂纹 起 点 


(a) 


图 11.4 


疲劳 失效 是 构件 在 应 力 远 远 低 于 强度 极限 ， 甚 至 远 低 于 屈服 极限 的 情况 下 突然 发 生 的 
断裂 。 飞 机 、 车 辆 和 机 器 发 生 的 事故 中 ， 有 很 大 比例 是 零 部 件 疲劳 失效 所 致 。 这 类 事故 带 
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„№ 材料 力学 


来 的 损失 和 伤亡 是 很 大 的 。 所 以 ， 金 属 疲劳 问题 应 引起 多 方 关注 。 
11.2” 交 变 应 力 的 循环 特征 、 应 力 幅 和 平均 应 力 


图 11.5 所 示 为 按 正 弦 曲 线 变 化 的 应 力 o 与 时 间 + 的 关系 。 由 a #| b 应 力 经 历 了 变化 的 
一 个 全 过 程 又 回 到 原来 的 数值 ， 称 为 一 个 应 力 循环 。 完 成 一 个 应 力 循环 所 需要 的 时 间 ( 如 图 
中 的 刀 ， 称 为 一 个 应 力 循环 周期 。 以 ow 和 oi 分别 表示 循环 中 的 最 大 应 力 和 最 小 应 
力 ， 比 值 


r= Оза (114) 


称 为 交 变 应 力 的 循环 特征 或 应 力 比 。 


图 11.5 
O pax 和 O pin 代数 和 的 1/2 称 为 平均 应 力 ， 即 


б, =H Onn +9.) (11.2) 
O par 和 б 代数 差 的 1/2 称 为 应 力 幅 ， 即 
ЕРЕК 013 


若 交 变 应 力 的 o, 和 cu 大 小 相等 ， 正 负 号 相反 ， 如 图 112 中 的 火车 轴 就 是 如 此 ， 这 
种 情况 称 为 对 称 循环 。 这 时 由 式 (11.0) 一 式 (11.3) 得 


r=-l, o,=0, o,=o,, (11.4) 
各 种 应 力 循环 中 ， 除 对 称 循环 外 ， 其 余 情况 统称 为 不 对 称 循环 。 由 式 (11.2) 和 

式 (11.3) 知 
o. “On tO, С -б,-6, (11.5) 


可 见 ， 任 一 不 对 称 循 环 都 可 看 成 是 ， 在 平均 应 力 cs E Ë Jl — 4 ЕУ о, 的 对 称 循 
环 。 这 一 点 已 由 图 11.5 表明 。 

若 应 力 循环 中 的 cu -0(%с, =0)， 表 示 交 变 应 力 变 动 于 某 一 应 力 与 零 之 间 。 而 图 
11.1 PHIR 4 点 就 是 这 样 的 。 这 种 情况 称 为 脉动 循环 。 这 时 有 


r=0, s. =, = 0na (11.6) 


或 
ӘЛЕУ 


” 


& 
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7 三 一 co ， -aa (11.7) 
静 应 力也 可 看 作 是 交 变 应 力 的 特例 ， 这 时 应 力 并 无 变化 ， 故 
F=l, = = (11.8) 


113 ”材料 的 持久 极限 及 影响 因素 


11.3.1 材料 的 持久 极限 


交 变 应 力 下 ， 应 力 低 于 屈服 极限 时 金属 就 可 能 发 生 疲 劳 。 因 此 ， 静 载荷 作用 下 测定 的 
届 服 极限 或 强度 极限 已 经 不 能 作为 强度 指标 。 金 属 疲 劳 的 强度 指标 应 重新 测定 。 

在 对 称 循环 交 变 应 力作 用 下 测定 疲劳 强度 指标 ， 技 术 上 比较 简单 ， 最 为 常见 。 测 定时 
将 金属 加 工 成 直径 4 =7~10mm、 表 面 光滑 的 试 样 (光滑 小 试 样 )， 每 组 试 样 约 为 10 WE 
右 。 把 试 样 装 在 疲劳 试验 机 上 ( 见 图 11.6)， 使 它 承 受 纯 弯 曲 。 在 最 小 直径 截面 上 ， 最 大 弯 
曲 应 力 为 


oso- (11.9) 


保持 载荷 的 大 小 和 方向 不 变 ， 以 电动 机 带动 试 样 旋转 ， 每 旋转 一 周 横 截 面 上 的 点 便 
经 历 一 次 应 力 循环 。 这 与 图 11.2 中 的 火车 轴 的 受 力 情况 是 相似 的 。 

试验 时 ， 使 第 一 根 试 样 的 最 大 应 力 cu。 较 高 ， 约 为 强度 极限 o, IJ 70% 。 经 历 N, 次 循 
环 后 ， 试 样 疲劳 断裂 。 N. 称 为 应 力 cu 时 的 疲劳 寿命 。 然 后 ， 使 第 二 根 试 样 的 应 力 с, 
略 低 于 第 一 根 试 样 ， 疲 劳 断 裂 时 的 循环 数 为 N, 。 一 般 来 说 ， 随 着 应 力 大 小 的 降低 ， 循 环 
次 数 (寿命 ) 迅 速 增加 。 逐 步 降低 应 力 大 小 ， 得 出 各 试 样 疲劳 断裂 时 的 相应 寿命 。 以 应 力 为 
纵 坐 标 ， 寿 命 N 为 横 坐 标 ， 由 试验 结果 绘 成 的 曲线 ， 称 为 应 力 -寿命 曲线 或 S-N 曲线 ( 见 
图 11.7)。 钢 试 样 的 疲劳 试验 表明 ， 当 应 力 降 到 某 一 极限 值 时 ，S-X 曲线 趋 近 于 水 平 线 。 这 
表明 只 要 应 力 不 超 过 这 一 极限 值 ， 可 无 限 增 大 ， 即 试 样 可 以 经 历 无 限 次 循环 而 不 发 生 疲 
劳 破 坏 。 交 变 应 力 的 这 一 值 称 为 疲劳 极限 或 持久 极限 。 对 称 循 环 的 持久 极限 记 为 c, F 
标 “ -1 ”表示 对 称 循环 的 循环 特征 为 "=-1。 

试 样 心 轴 电动 机 HEN 


ЕЗ 


图 11.7 


常温 下 的 试验 结果 表明 ， 若 钢 制 试 样 经 历 10" 次 循环 仍 未 疲劳 ， 则 再 增加 循环 次 数 ， 
也 不 会 发 生 疲劳 。 所 以 ， 就 把 在 10" 次 循环 下 仍 未 疲劳 的 最 大 应 力 ， 规 定 为 钢材 的 持久 极 
限 ， 而 把 М, -10 称 为 循环 基数 。 有 色 金 属 的 S-N 曲线 无 明显 趋 于 水 平 的 直线 部 分 。 通 常 
规定 一 个 循环 基数 ， 如 N =10 ， 把 它 对 应 的 最 大 应 力作 为 这 类 材料 的 “条 件 ” 持 久 
极限 。 


1132 ”影响 持久 极限 的 因素 
对 称 循环 的 持久 极限 oc, ， 一 般 是 常温 下 用 光滑 小 试 样 测定 的 。 但 实际 构件 的 外 形 、 
尺寸 、 表 面 质量 和 工作 环境 等 ， 都 将 影响 持久 极限 的 数值 。 下 面 介 绍 影响 持久 极限 的 几 种 
主要 因素 。 

1. 构件 外 形 的 影响 


构件 外 形 的 突然 变化 ， 如 构件 上 有 槽 、 孔 、 缺 口 、 轴 肩 等 ， 都 将 引起 应 力 集中 现象 。 
在 应 力 集中 的 局 部 区 域 易 形成 疲劳 裂纹 ， 使 构件 的 持久 极限 显著 降低 。 在 对 称 循环 下 ， 若 
以 (co_,)s 或 (rz_,), 表 示 无 应 力 集中 的 光滑 试 样 的 持久 极限 ; (с), 或 (zi 表示 有 应 力 集中 且 
尺寸 与 光滑 试 样 相同 试 样 的 持久 极限 ， 则 比值 
(Ca) 
(2.1), 
ОУ Е. В (с 1), 2 (о, Caah MAK, 和 天 .都 大 于 1。 工 程 中 
为 了 使 用 方便 ， 把 关于 有 效应 力 集中 因数 的 数据 整理 成 曲线 或 表格 。 图 11.8 和 图 11.9 就 
是 这 类 曲线 。 应 力 集中 处 的 最 大 应 力 与 按 公 式 计算 的 “名 义 ” 应 力 之 比 ， 称 为 理论 应 力 集 
中 因数 。 它 可 用 弹性 力学 或 光 弹 性 试验 的 方法 来 确定 。 理 论 应 力 集中 因数 只 与 构件 外 形 有 
关 ， 没 有 考虑 材料 性 质 。 用 不 同 材 料 加 工 成 形状 、 尺 寸 相同 的 构件 ， 则 这 些 构件 的 理论 应 
力 集中 因数 也 相同 。 但 是 由 图 118 和 图 11.9 可 以 看 出 ， 有 效应 力 集中 因数 不 但 与 构件 的 
形状 、 尺 寸 有 关 ， 而 且 与 强度 极限 o,， 即 与 材料 的 性 质 有 关 。 一 般 来 说 ， 静 载荷 作用 下 抗 
拉 强 度 越 高 ， 有 效应 力 集中 因数 越 大 ， 即 对 应 力 集中 越 敏感 。 
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2. 构件 尺寸 的 影响 

持久 极限 一 般 是 用 直径 为 7 一 10mm 的 小 试 样 测定 的 。 随 着 试 样 横 截 面 尺 寸 的 增 大 ， 
持久 极限 却 相应 地 降低 。 现 以 图 11.10 中 两 个 受 扭 试 样 来 说 明 。 沿 圆 截面 的 半径 ， 切 应 力 
是 线性 分 布 的 ， 若 两 者 最 大 切 应 力 相等 ， 显 然 有 а, < a, ， 即 沿 圆 截 面 半 径 ， 大 试 样 应力 的 
衰减 比 小 试 样 缓慢 ， 因 而 大 试 样 横 截面 上 的 高 应 力 区 比 小 试 样 的 大 ， 即 大 试 样 中 处 于 高 应 
力 状态 的 晶 粒 比 小 试 样 多 。 所 以 ， 形 成 疲劳 裂纹 的 机 会 也 就 更 多 。 


图 11.10 
在 对 称 循环 下 ， 若 光滑 小 试 样 的 持久 极限 为 c, ， 光 滑 大 试 样 的 持久 极限 为 (o_,)s， 则 
比值 
ғ, = (0-02 (11.11) 
с 
称 为 尺寸 因数 ， 其 数值 小 于 1。 对 扭转 ， 尺 寸 因 数 为 
< (11.12) 


常用 钢材 的 尺寸 因数 已 列 入 表 11.1 中 。 


ӘЛЕ 
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表 11.1 尺寸 因数 


0.68 


0.76 0.74 


>120-150 >150 ~ 500 


0.60 


3. 构件 表面 质量 的 影响 


一 般 情 况 下 ， 构 件 的 最 大 应 力 发 生 在 表层 ， 疲 劳 裂纹 也 多 出 现在 表层 。 表 面 加 工 的 刀 
痕 和 探伤 等 都 将 引起 应 力 集中 ， 降 低 持 久 极限 。 所 以 ， 表 面 加 工 质量 对 持久 极限 有 明显 
的 影响 。 若 表面 磨 光 试 样 的 持久 极限 为 c, ， 而 表面 为 其 他 加 工 情况 时 构件 的 持久 极限 为 
(c) WEM 


(11.13) 
с. 


称 为 表面 质量 因数 。 不 同 表面 粗糙 度 的 8 列 入 表 11.2 中 。 可 以 看 出 ， 表 面 质量 低 于 磨 光 试 
样 时 ，B <1。 还 可 看 出 ， 高 强度 钢材 随 表面 质量 的 降低 ， 的 下 降 比 较 明 显 。 这 说 明 优 
质 钢材 更 需要 高 质量 的 表面 加 工 ， 才 能 充分 发 挥 高 强度 的 性 能 。 

表 11.2， 不 同 表面 粗糙 度 的 表面 质量 因数 6 


未 加 工 的 表面 
另外 ， 如 构件 经 济 火 、 渗 矶 、 氮 化 等 热处理 或 化 学 处 理 ， 使 表层 得 到 强化 ， 或 者 经 深 


压 、 喷 丸 等 机 械 处 理 ， 使 表层 形成 预 压 应 力 ， 减 弱 容易 引起 裂纹 的 工作 拉 应 力 ， 这 些 都 
会 明显 提高 构件 的 持久 极限 ， 得 到 大 于 1 的 6。 各 种 强化 方法 的 表面 质量 因数 列 入 


表 11.3 中 。 
综合 上 述 3 种 因素 ， 在 对 称 循环 下 ， 构 件 的 持久 极限 为 
о, тооз (11.4) 
Ж, с, 为 光滑 小 试 样 的 持久 极限 。 公 式 是 对 正 应 力 写 出 的 ， 若 为 扭转 ， 可 写成 
eifr, (1115) 


т 
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R113 各 种 强化 方法 的 表面 质量 因数 A 


В 
心 部 强度 
强化 方法 @ЛМРа 低 应 力 集中 的 轴 高 应 力 集中 的 轴 
K, <1.5 К,>18-2 
600-800 1.6—1.7 2.4~2.8 
高 频 淳 火 
800 一 1000 
Ж % 900-1200 1.51.7 1.7—2.1 
400—600 3 
е ж 700-800 
1000—1200 2 
喷 丸 硬化 600 一 1500 1.5 一 1.6 1.7—2.1 
ATRE 600~1500 1.3 一 1.5 1.6 一 2.0 


注 : 1. 高 频 淳 火 系 根据 直径 为 10 一 20mm， 淳 硬 层 厚 度 为 (0.05 一 0.20)d 的 试 样 试验 求 得 的 数据 ， 对 大 尺 


十 的 试 样 ， 6 值 会 有 所 降低 。 
2. 氮 化 层 厚度 为 0.014 时 用 小 值 ; 在 (0.03 一 0.04)d 时 用 大 值 。 


3. 喷 丸 硬化 系 根据 直径 为 8 一 40mm 试 样 求 得 的 数据 。 喷 丸 速度 低 时 用 小 值 ， 速 度 高 时 用 大 值 。 


4. 滚 子 滚 压 系 根据 直径 为 17 一 130mnm 的 试 样 求 得 数据 。 


除 上 述 3 种 因素 外 ， 构 件 的 工作 环境 ， 如 温度 、 介 质 等 也 会 影响 持久 极限 的 数值 。 仿 


照 前 面 的 方法 ， 这 类 因素 的 影响 也 可 用 修正 系数 来 表示 。 


11.4 ”对称 循环 交 变 应 力 下 构件 的 疲劳 强度 计算 


对 称 循环 交 变 应 力作 用 下 ， 构 件 的 持久 极限 o°, 由 公式 (11.14) 来 计算 。 将 os 除 以 安全 


因数 得 许 用 应 力 为 


(с, 


1-22 
п 


构件 的 强度 条 件 为 


с [о ,] ос, < 


п 
式 中 ，o 为 构件 危险 点 的 最 大 工作 应 力 。 
也 可 把 强度 条 件 写成 由 安全 因数 表达 的 形式 。 由 式 (11.17) 知 


О. 
=>» 


©, 


(11.16) 


(11.17) 


(11.18) 


式 (11.18) 左 侧 是 构件 持久 极限 o, 与 最 大 工作 应 力 cu 之 比 ， 代 表 构 件 工作 时 的 安全 


储备 ， 称 为 构件 的 工作 安全 因数 ， 用 ,来 表示 ， 即 


于 是 强度 条 件 式 (11.18) 可 以 写成 


(11.19) 
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п, Zn (11.20) 
将 式 (11.14) 代 入 式 (11.19)， 便 可 把 工作 安全 因数 和 强度 条 件 表 示 为 
йы == st Әз (1121) 
2-0. 
еВ 


ien (11.22) 
==... 
zp 


8) 11.1 某 减速 器 轴 如 图 11.11 ж. Е Уу MTE, A—A {ОШ ЕЙ ЖБ 
М =860N.m ， 轴 的 材料 为 45 钢 ，o, =520MPa ，o_, =220MPa 。 若 规定 安全 因数 


n=1.4， 试 校 核 截面 4 一 4 的 强度 。 


50 
= 14 
14 жі” 


11.11 
Қ. 计算 轴 在 4 一 4 截面 上 的 最 大 工作 应 力 。 若 不 计 键 槽 对 抗 弯 截 面 系数 的 影响 ， 则 
А—А 截面 的 抗 弯 截面 系数 为 


W =— a° = сш =12.3сш? =12.3х10°®*ш? 
32° 82 


ПЕВ аз M 作用 下 旋转 ， 故 为 弯曲 变形 下 的 对 称 循环 。 


Ü =M _ 360 Pa =70x10°Pa =70MPa 
W 123x10 
O min = —70МРа 
r=-1 


现在 确定 轴 在 4 一 4 ВИ ЕИО К. =, 和 有 。 由 图 11.9(a) 
中 的 曲线 2 查 得 端 铣 加 工 的 键 档 ， 当 o, = 520МРа В}, К,-1.65. 
ШЖ 111 ## = =0.84. HX 11.2， 使 用 线性 插值 法 ， 求 得 
B=0.935。 

把 以 上 求 得 的 cu 、 玉 ,、s。、B 等 代入 公式 (11.21), RH 4 
一 4 处 的 工作 安全 因数 为 


220 
РШЕ. ж 15 
ЕЕ 1.65 


5,00% 0840936 
规定 的 安全 因数 为 =1.4 。 所 以 ， 轴 在 截面 4 一 4 处 满足 强度 条 件 式 (11.20)。 
例 11.2 图 11.12 所 示 为 电机 轴 的 一 段 。 此 轴 表 面 经 车 削 加 工 ， 轴 的 材料 为 碳 钢 ， 
с,-600МРа, oc ,=250MPa ， 根 据 受 力 情 况 求 得 轴 截 面 变化 处 的 弯 矩 M =300N.m 。 规 
定安 全 因数 为 ?= 2 ， 试 校 核 该 截面 强度 。 
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解 : 计算 最 大 工作 应 力 
в, -M о ора =46.9x10°Pa =46.9MPa 
== W 0140; х10° 
O pin = 一 46.9MPa 
г--І 
现在 确定 轴 在 该 截面 上 的 系数 K, є, 入。 
一 = 一 =1.1， ZR. 06 бщ 
d 40 


由 图 11.8(a) 中 的 曲线 2 查 得 ， 当 om =600MPa PF, K. =166, ШЖ 111 查 得 
=, =0.88 。 由 于 轴 表 面 经 切削 加 工 ， 由 表 11.2， 使 用 线性 插值 法 ， 求 得 BE= 0.925 。 
ELERE Cao Koo E 和 有 等 代入 式 (11.21)， 求 出 4 一 4 处 的 工作 安全 因数 为 
с, 250 


6 
К, I ago 


BB 088x0925 
规定 的 安全 因数 为 mw=2 。 所 以 ， 轴 在 该 截面 处 满足 强度 条 件 式 (11.20)。 


11.5 持久 极限 曲线 


在 不 对 称 循环 交 变 应 力作 用 的 情况 下 ， 用 с, 表示 持久 极限 。o, 的 下 标 r 代表 循环 特 
征 。 例 如 ， 脉 动 循环 +=0， 其 持久 极限 记 为 o。。 与 测定 对 称 循环 持久 极限 с. 的 方法 相 
似 ， 在 给 定 的 循环 特征 x 下 进行 疲劳 试验 ， 求 得 相应 的 S-N 曲线 。 图 11.13 即 为 这 种 曲线 的 
示意 图 。 利 用 S-N 曲线 便 可 确定 不 同 + 值 的 持久 极限 o, o 

选取 以 平均 应 力 cu 为 横 轴 ， 应 力 幅 с, 为 纵 轴 的 坐标 系 如 图 11.14 所 示 。 对 任 一 个 应 
力 循环 ， 由 它 的 cs о, 便 可 在 坐标 系 中 确定 一 个 对 应 的 了 点 。 由 式 (11.4) 知 ， 若 把 一 点 的 
纵 、 横 坐标 相 加 ， 就 是 该 点 所 代表 的 应 力 循环 的 最 大 应 力 ， 即 


с, +o,, = 9 (11.23) 


=Y 


图 11.13 图 11.14 
由 原点 到 书 点 作 射线 OP ， 其 斜率 为 


жие эзел @ 


бабы, ЫЙ 


(11.24) 


с, 
tana =—= 
G, Съ ФО l+r 


可 见 循环 特征 r 相同 的 所 有 应 力 循环 都 在 同一 射线 上 。 离 原点 越 远 ， 纵 、 横 坐标 之 和 
越 大 ， 应 力 循环 的 с, ШАК. ER, RE Om 不 超过 同一 > 下 的 持久 极限 c, ， 就 不 会 出 
现 疲 劳 失效 。 故 在 每 一 条 由 原点 出 发 的 射线 上 ， 都 有 一 个 由 持久 极限 确定 的 临界 点 (如 OP 
线 上 的 点 已 )。 对 于 对 称 循环 ，r=-1，cs =0, о, =o， 表 明 与 对 称 循环 对 应 的 点 都 
EAE. Ho, 在 横 轴 上 确定 静 载 的 临界 点 互 。 脉 动 循环 >= 0 ， 由 式 (11.24) 知 tan w =1， 
故 与 脉动 循环 对 应 的 点 都 在 a=45° 的 射线 上 ， 与 其 持久 极限 o, 相应 的 临界 点 为 C。 总 
之 ， 对 任 一 循环 特征 + ， 都 可 确定 与 其 持久 极限 相应 的 临界 点 。 将 这 些 点 连 成 曲线 即 为 
持久 极限 曲线 ， 如 图 11.13 中 的 曲线 4P'CB 。 

在 cu - о, 坐标 平面 内 ， 持 久 极限 曲线 与 坐标 轴 围 成 一 个 区 域 。 在 这 个 区 域内 的 点 ， 
如 PP 点 ， 它 所 代表 的 应 力 循环 的 最 大 应 力 (等 于 P 点 纵 、 横 坐标 之 和 )， 必 然 小 于 同一 + 下 
的 持久 极限 (等 于 P 点 纵 、 横 坐标 之 和 )， 所 以 不 会 引起 疲劳 。 

由 于 需要 较 多 的 试验 资料 才能 得 到 持久 极限 曲线 ， 所 以 通常 采用 简化 的 持久 极限 曲 
线 ， 最 常用 的 简化 方法 是 由 对 称 循 环 、 脉 动 循环 和 静 载 荷 确定 А. C. B 三 点 ， 用 折线 
АСВ 代 蔡 原来 的 曲线 。 折 线 АС 部 分 的 倾角 为 x ， 和 斜率 为 
с,-о,/2 

с,[2 

线段 4C 上 的 点 都 与 持久 极限 o, 相 对 应 ， 将 这 些 点 的 坐标 记 为 o,,。 Жіс,,, TA АС 的 

方程 式 可 以 写成 


у, =tany = (11.25) 


On =G, 0,0, (11.26) 
系数 yw 与 材料 有 关 。 对 拉 压 或 弯曲 ， 碳 钢 w。 =0.1~0.2， 合 金 钢 w, =0.2~0.3。 对 
扭转 ， 碳 钢 w, = 0.05~ 0.1 ， 合 金 钢 w, =0.1~ 0.15 。 
上 述 简 化 折线 只 考虑 了 cu > 0 的 情况 。 对 塑性 材料 ， 一 般 认 为 在 cu 为 压 应 力 时 仍 与 
cm 为 拉 应 力 时 相同 。 


11.6” 非 对 称 循环 下 构件 的 疲劳 强度 计算 


11.5 节 讨论 的 持久 极限 曲线 或 其 简化 折线 ， 都 是 以 光滑 小 试 样 的 试验 结果 为 依据 的 。 
对 实际 构件 ， 则 应 考虑 应 力 集中 、 构 件 尺寸 和 表面 质量 的 影响 。 试 验 结果 表明 ， 上 述 诸 因 
素 只 影响 应 力 幅 ， 而 对 平均 应 力 并 无 影响 。 即 图 11.15 中 直线 АС 的 横 坐 标 不 变 ， 而 纵 坐 
标 则 应 乘 以 2 ， 这 样 就 得 到 图 11.15 中 的 折线 EFB 。 由 式 (11.26) 知 ， 代 表 构 件 持久 极限 


с 


є, 


的 直线 EF 的 纵 坐标 应 为 - (о-о). 


构件 工作 时 ， 若 危险 点 的 应 力 循环 由 Р ARR ЛІРІ-о,, OI=o,. ЖЕ, 不 变 ， 
延长 射线 OP 与 EF 相交 于 G 点 ，G 点 纵 、 横 坐标 之 和 就 是 持久 极限 o, Eh 
ОН +GH =o, 。 构 件 的 工作 安全 因数 应 为 


7255 Б 
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ә OMAGH oL GH 
G On +o, о: + 


因为 G 点 在 直线 EF 上 ， 其 纵 坐 标 应 为 
GH = ғ. (о-о) 


„= 


Ko 


6, i 
ый. ! 
ë о, 

| | 


[2] ТІН 
ан 


< 


@ 11.15 
EHA OPI 和 人 入 ОСН 的 相似 关系 ， 得 


GH -2 


Om 


从 式 (11.28)、 式 (11.29) 中 解 出 


构件 的 工作 安全 因数 ,应 大 于 或 等 于 规定 的 安全 因数 n， 即 强度 条 件 仍 为 


= 
п, >n 


加 是 对 正 应 力 写 出 的 。 若 为 扭转 ， 工 作 安全 因数 应 写成 


НЕ а 
= 


К, 
— + 


г” 


| \ 
J B 
9, — À .Ñ o h. 


(11.27) 


(11.28) 


(11.29) 


(11.30) 


(11.31) 


(11.32) 


除 满足 疲劳 强度 条 件 外 ， 构 件 危险 点 的 cs 还 应 低 于 屈服 极限 o TE o, - c, 坐标 


系 中 ， 有 


人 


这 是 斜 直线 IJ。 显然 ， 代 表 构 件 最 大 应 力 的 点 应 落 在 直线 LJ 的 下 方 。 所 以 ， 保 证 构件 不 


ЕЗ 234 


#11ж женл a 


发 生 疲劳 失效 也 不 发 生 塑 性 变形 的 区 域 是 折线 EKJ 与 坐标 轴 围 成 的 区 域 。 

强度 计算 时 ， 由 构件 工作 应 力 的 循环 特征 -确定 射线 OP 。 若 射线 先 与 直线 EF 相交 ， 
则 应 由 式 (11.30) 计 算 m, ， 进 行 疲劳 强度 校 核 。 若 射线 先 与 直线 LJ 相交 ， 则 表示 构件 在 疲 
劳 失效 之 前 已 发 生 塑 性 变形 ， 应 按 静 强度 校 核 ， 强 度 条 件 为 


о, 
=. 
п, = >n, 


с, 


(11.33) 


一 般 地 说 ， 对 ~> 0 的 情况 ， 应 按 式 (11.33) 补 充 静 强度 校 核 。 
例 11.3 图 11.16 所 示 圆 杆 上 有 一 个 沿 直径 的 贯穿 圆 孔 ， 非 对 称 交 变 弯 拢 为 
=512N.m 。 材 料 为 合金 钢 ，o, -950МРа, о, =540МРа, с, = 430МРа, 


Мы. =5M pin 
у, =0.2 。 圆 杆 表面 经 磨 削 加 工 。 若 规定 安全 因数 n=2、n, =1.5 ， 试 校 核 此 杆 的 强度 。 
42 
4 一 4 


解 : (1) 计算 圆 杆 的 工作 应 力 。 


а PE, 


32 


x 4° cm? = 6.28cm?° 


о, „ЭА. ше —Pa =81.5х10°Ра =81.5MPa 
W 6.28x10 


6: ,63 сш MPa = 48.9MPa 
с, s =32.6MPa 


圆 杆 的 尺寸 ， %-2. 605. 由 图 11.9(a) 中 的 曲线 6 


(2) MERK E Mp. RE 
查 得 ， 当 om =950MPa BF, К,-218. HX 11.1 查 出 : se。 =0.77 。 由 表 112 查 得 ， 表 面 
经 磨 削 加 工 的 杆 件 ，B=1。 

(3) 疲劳 强度 校 核 。 由 式 (11.30) 计 算 工 作 安 全 因数 


k= L -— 430 421 
LO, +Wron —Á A 32.6+0.2x48.9 
sp 0.77x1 
规定 的 安全 因数 为 n=2 。n。 >n， 所 以 疲劳 强度 是 足够 的 。 


(4) 静 强 度 校 核 。 因 为 r=0.2>0， 所 以 需要 校 核 静 强 度 。 由 式 (11.33) 计 算出 最 大 应 力 
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对 屈服 极限 的 工作 安全 因数 为 


所 以 静 强 度 条 件 也 是 满足 的 。 
117 ” 弯 扭 组 合 交 变 应 力 的 强度 计算 


弯曲 和 扭转 组 合 下 的 交 变 应 力 在 工程 中 最 为 常见 。 在 同步 的 弯 扭 组 合 对 称 循环 交 变 应 
力 下 ， 钢 材 光 滑 小 试 样 的 试验 资料 表明 ， 持 久 极限 中 的 弯曲 正 应 力 cs 和 扭转 切 应 力 z, 满 


足下 列 椭圆 关系 ， 即 
2 2 
ЕН (=) =j (11.34) 
Oy Ta 


IP, o, 为 单一 的 弯曲 对 称 循环 持久 极限 ; z ,为 单一 的 扭转 对 称 循环 持久 极限 。 为 把 应 
力 集中 、 构 件 尺寸 和 表面 质量 等 因素 考虑 在 内 ， ПЕ т, 分 母 ， 


с т 


第 二 项 的 分 子 、 分 母 ， Jag s, аля (бу), PARTON 它们 分 别 代表 构件 持久 


с 


极限 中 的 弯曲 正 应 力 和 扭转 切 应 力 。 于 是 式 (11.34) 化 为 


2 2 


(о, J. 4. (z, J 


a| ш (11.35) 
еВ.) 8, 
К, т 

在 图 11.17 中 画 出 了 式 (11.35) 所 表示 的 椭圆 的 114。 显 然 ， 椭 圆 所 围 成 的 区 域 是 不 引起 


疲劳 失效 的 范围 。 


11.17 


在 弯 扭 组 合 交 变 应 力 下 ， 设 构件 的 工作 弯曲 正 应 力 为 c ， 扭 转 切 应 力 为 F。 若 设想 把 
两 部 分 应 力 扩大 n 倍 (n 为 规定 的 安全 因数 )， 则 由 zc 和 nr 确定 的 点 C 应 该 落 在 椭圆 的 内 
部 ， 或 者 最 多 落 在 椭圆 上 ， 即 


区 可 


2 2 
no пт 
< £ 
=й “| >й 1 (11.36) 
ГА, к 
由 式 (11.21)、 式 (11.22) 可 知 
ӨР 22 t а. (11.37) 
sp Gio Ж 
k К. 
sp 
Fu s L. E (11.38) 
Ж" K й 
Ep 


式 中 : n, AÉ RRR TEZERA n, 为 单一 扭转 对 称 循 环 的 工作 安全 因数 。 
把 式 (11.37)、 式 (11.38) 代 入 式 (11.36)， 略 做 整理 即 可 得 出 


no n, 


=n (11.39) 
‚не 
这 就 是 弯 扭 组 合 对 称 循环 下 的 强度 条 件 。 把 式 (11.39) 的 左 端 记 为 ww, ， 作 为 构件 在 弯 
扭 组 合 交 变 应 力 下 的 安全 因数 ， 强 度 条 件 便 可 写成 


nn =-= >n (11.40) 


当 弯 扭 组 合 为 非 对 称 循环 时 ， 仍 按 式 (11.40) 计 算 ， 但 这 时 n, Жіп, 应 由 非 对 称 循环 的 式 
(11.30) 和 式 (11.32) 求 出 。 

例 11.4 阶梯 轴 的 尺寸 如 图 11.18 所 示 。 材 料 为 合金 钢 ，o, -900МРа, с,-410МРа, 
т =240МРа 。 作 用 于 轴 上 的 弯 矩 变化 在 -1000 ~ +1000N.m 之 间 ， 扭 矩 变化 在 0 一 
1500N.m 之 间 。 若 规定 安全 因数 n=2， 试 校 核 轴 的 疲劳 强度 。 


图 11.18 
解 : (1) 计算 圆 杆 的 工作 应 力 。 首 先 计算 交 变 弯 曲 正 应 力 及 其 循环 特征 。 


W =Z 4° = Z, 5 оц? =12.3cm° 


32 32 
M, 
сата ЖЕ. Жы =81.3МРа 
W 123x10 
М, 
с = ШРШ! А — Ра =—81.3МРа 
Ww 12.3х10 
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其 次 计算 交 变 扭转 切 应 力 及 其 循环 特征 ， 即 
ж== = Pen -24 беш? 


716 
ИЕ 238 1500 ра. 61Мра, Ты = 0 
W, 246x10 
к= —0, r, === =30.5MPa, т, == =30.5MPa 
сы 2 2 
рә 60 5 2 
(2) 确定 各 种 系数 。 根据 地 =50=12， сатты НІН 11.8(b) 查 得 K, =1.55, H 


图 11.8(d) 查 得 K, =1.24 。 
由 于 名 义 应 力 tw 是 按 轴 直 径 等 于 50mm 计算 的 ， 所 以 尺寸 因数 也 应 按 轴 直径 等 于 
50mm 来 确定 。 由 表 11.1 ЖМ e, =0.73，&, =0.78 。 
由 表 11.2,，p=1。 
对 合金 钢 取 yw, =0.1。 
(3) 计算 弯曲 工作 安全 因数 m 和 扭转 工作 安全 因数 nn, 。 因 为 弯曲 正 应 力 是 对 称 循环 ， 
r= 一 1， 故 按 式 (11.21) 计 算 其 工作 安全 因数 n, ， 即 
с 240 
"=p =—s —=238 
BB 073x1™ 


&, 
扭转 切 应 力 是 脉动 循环 ，r=0， 应 按 非 对 称 循环 计算 工作 安全 因数 的 式 (11.32) 计 


SEn, BP 
т, 240 
由 .= 一 -一 -466 
L EPO 124 х30.5 +0.1х 30.5 
EB 0.78x1 
(а) 计算 弯 扭 组 合 交 变 应 力 下 轴 的 工作 安全 因数 n。, 。 由 式 (11.40)， 有 
nn 2.38x4.66 
=—=—-=————-2.122> n=2 
"e (Шат V2.38 +4.66 " 
所 以 满足 疲劳 强度 条 件 。 


118 ”提高 构件 疲劳 强度 的 措施 
疲劳 裂纹 的 形成 主要 在 应 力 集中 部 位 和 构件 表面 。 提 高 疲劳 强度 应 从 减缓 应 力 集中 、 
提高 表面 质量 等 方面 入 手 。 
1. 减缓 应 力 集中 


为 了 消除 或 减缓 应 力 集中 ， 在 设计 构件 外 形 时 ， 要 避免 出 现 方形 或 带 有 尖 角 的 孔 和 
槽 。 在 截面 尺寸 突然 改变 处 (如 阶梯 轴 的 轴 肩 )， 要 采用 半径 足够 大 的 圆 角 过 渡 。 
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例如 ， 以 图 1119 ЙАА НЕ, ЭЧЕ ЕЕ т 较 大 的 阶梯 轴 的 应 力 集中 程 
度 就 缓和 得 多 。 从 图 11.8 中 的 曲线 也 可 看 出 ， 随 着 7 的 增 大 ， 有 效应 力 集中 因数 迅速 减 
小 。 有 时 因 结 构 上 的 原因 ， 难 以 加 大 过 渡 圆 角 的 半径 ， 这 时 在 直径 较 大 的 部 分 轴 上 开 减 荷 
HOLE 11.20) 或 退 刀 槽 ( 见 图 11.21)， 都 可 使 应 力 集中 有 明显 减弱 。 


小 过 渡 圆 角 大 过 渡 圆 角 
11.19 
wkt 


В 11.20 E 11.21 


在 紧 配 合 的 轮 载 与 轴 配合 的 面 边缘 处 ， 有 明显 的 应 力 集中 。 若 在 轮 坑 上 开 减 荷 槽 ， 并 
加 粗 轴 的 配合 部 分 ( 见 图 11.22)， 以 减 小 轮 载 与 轴 之 间 的 刚度 差距 ， 便 可 以 改善 配合 面 边 缘 
处 应 力 集中 的 情况 ， 在 角 焊 颖 处 ， 如 采用 图 11.23(a) 所 示 坡 口 焊接 ， 应 力 集中 程度 要 比 无 
坡 口 焊接 ( 见 图 11.23(b)) 改 善 很 多 。 


11.22 图 11.23 
2. 降低 表面 粗糙 度 


构件 表面 加 工 质量 对 疲劳 强度 影响 很 大 ， 疲 劳 强 度 要 求 较 高 的 构件 ， 应 有 较 低 的 表面 
粗糙 度 值 。 高 强度 钢 对 表面 粗糙 度 更 为 敏感 ， 只 有 经 过 精 加 工 ， 才 有 利于 发 挥 它 的 高 强度 
性 能 ; 否则 将 会 使 持久 极限 大 幅度 下 降 ， 失 去 采用 高 强度 钢 的 意义 。 在 使 用 中 也 应 尽量 避 
免 使 构件 表面 受到 机 械 损伤 (如 划 伤 、 打 印 等 ) 或 化 学 损伤 (如 腐蚀 、 生 锈 等 )。 


3. 增加 表面 强度 
为 了 强化 构件 的 表面 ， 可 采用 热处理 和 化 学 处 理 ， 如 表面 高 频 淳 火 、 渗 碳 、 氮 化 等 ， 
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皆 可 使 构件 疲劳 强度 有 显著 提高 。 但 采用 这 些 方法 时 ， 要 严格 控制 工艺 过 程 ， 和 否则 将 造成 
件 的 疲劳 强度 。 
жа 


交 变 应 力 是 指 随时 间作 周期 性 变化 的 应 力 ; 疲劳 失效 是 构件 在 应 力 远 远 低 于 强度 极 
限 ， 甚 至 远 低 于 屈服 极限 的 情况 下 ， 突 然 发 生 的 断裂 。 
疲劳 失效 的 特点 是 : 巴 交 变 应 力 的 破坏 应 力 值 一 般 低 于 静 载 荷 作 用 下 的 强度 极限 值 ， 
甚至 低 于 材料 屈服 极限 ，@@ 交 变 应 力作 用 下 的 破坏 均 表 现 为 脆性 断裂 ， 无 明显 的 塑性 变 
Ж, @ 破 坏 的 断口 可 明显 区 分 为 光滑 区 和 粗糙 区 。 


习 — = 


па 火车 轮轴 受 力 情况 如 习题 11.1 图 所 示 ，a=500mm ，1=1435mm ， 轮 轴 中 段 直 
径 qg=15cm 。 若 下 =50kN ， 试 求 轮轴 中 段 截面 边缘 上 任 一 点 的 最 大 应 力 cu 、 最 小 应 力 
Onin` TRE r FEH -t 曲线 图 。 

11.2 ”柴油 发 电机 连 杆 大 头 螺钉 在 工作 时 受到 的 最 大 拉力 瓦 。 =S83kN ， 最 小 拉力 
Кв =55.8kN 。 螺 纹 处 内 径 qg =11.5mm 。 试 求 其 平均 应 力 cs AIW o, > ARRE r, 
并 作出 o-t 曲线 。 

11.3 阶梯 轴 如 习题 113 图 所 示 ， 材 料 为 铬 镍 合金 钢 ，o, -920МРа, с,-420МРа, 
r, =250МРа 。 轴 的 尺寸 是 :4 = 40mm ，D=50mm，r=5mm ， 求 弯曲 和 扭转 时 的 有 效 
应 力 集中 因数 和 尺寸 因数 。 


习题 11.1 图 习题 11.3 图 

11.4 如 习题 11.4 图 所 示 ， 旋 转 碳 钢 轴 上 ， 作 用 一 不 变 的 力 偶 M =0.8kN-m, MRT 
经 过 精 车 ，cs =600MPa ，o ,=250MPa ， 轴 的 尺寸 为 D=70mm , d=50mm ， 
r=7.5mm ， 规 定安 全 因数 n=1.9， 试 校 核 轴 的 强度 。 


15 如 习题 11.5 图 所 示 ， 货 车 轮轴 两 端 载荷 =110kN ， 材 料 为 车 轴 钢 ， 
оъ =500МРа, с, = 240МРа 。 规 定安 全 因数 n=1.5 。 试 校 核 1 一 I 和 一 工 截 面 的 强度 。 


Е 
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习题 11.5 图 

1.6 #0, 一 o, 坐标 系 中 ， 标 出 与 习题 11.6 图 所 示 应 力 循环 对 应 的 点 ， 并 求 出 自 原 
点 出 发 并 通过 这 些 点 的 射线 与 cu 轴 的 交角 o о 

11.7 如 习题 11.7 图 所 示 ， 电 动机 轴 直 径 4 =30mm ， 轴 上 开 有 端 犹 加 工 的 键 模 。 加 
的 材料 是 合金 钢 ，o, =750MPa , т,-400МРа, т,-260МРа, т.,-190МРа. ӚТЕ 
п-750г/ min 的 转速 下 传递 功率 N = 20 马力 (1 马力 =735.499W)。 该 轴 时 而 工作 时 而 停止， 
但 没有 反 向 旋转 。 轴 表面 经 磨 前 加 工 。 若 规定 安全 因数 n=2，n,=1.5， 试 校 核 轴 的 
强度 。 


习题 11.6 图 
11.8 ”如 习题 11.8 图 所 示 ， 圆 杆 表面 未 经 加 工 ， 且 因 径 向 圆 孔 而 削弱 。 杆 受 由 0~ FE... 


的 交 变 轴 向 力作 用 。 已 知 材料 为 普通 碳 钢 ，os -600МРа, о, -340МРа, с, = 200МРа 。 
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Wy, =0.1， 规 定安 全 因数 n=1.7，n. =1.5 ， 试 求 最 大 载荷 。 


习题 11.7 图 习题 11.8 图 

1.9 某 发 动机 排 气 阀 的 密 圈 螺 旋 弹 答 ， 其 平均 直径 刀 = 60mm ， 圈 数 ”=10 ， 簧 丝 直 
{а = бип. ЖМИ с, -1300МРа, т,-400МРа, т, = 500МРа, т,-300МРа, 
G=80GPa „ Ў Е ЖАЙ 4 = 40mm 和 最 大 压缩 量 2, =90mm 范围 内 工作 。 若 取 
B=1， 试 求 弹 得 的 工作 安全 因数 。 

1110 ”如 习题 11.10 AFR, EH Q 通过 轴承 对 圆 轴 作 用 一 垂直 方向 的 力 ， 
Q=10kN ， 而 轴 在 +30?* 范 围 内 往复 摆动 。 已 知 材料 的 cv =600MPa ，c =250MPa , 
с, =340MPa у, = 0.1。 试 求 危 险 截面 上 的 点 1、2、3、4 的 应 力 变化 的 循环 特征 以 及 工 
作 安 全 因数 。 


习题 11.10 图 
11.11 卷扬机 阶梯 轴 的 某 段 需 要 安装 一 滚珠 轴承 ， 因 滚珠 轴承 内 座 圈 上 圆 角 半径 很 
小 ， 若 装配 时 不 用 定 距 环 ， 如 习题 11.11 图 (a) 所 示 ， 则 轴 上 的 圆 角 半径 应 为 =1lmm ， 
若 增加 一 定 距 环 ， 如 习题 11.11 图 (b) 所 示 ， 则 轴 上 圆 角 半径 可 增加 为 =5mm 。 已 知 材料 
为 45 钢 ，o, =520MPa ，o ,=220MPa ，pB=1， 规 定安 全 因数 n=1.7 。 试 比较 轴 在 图 
(a)、 图 (b) 两 种 情况 下 ， 对 称 循环 许可 弯 矩 [M] 。 


习题 11.11 图 


gng "= 


11.12 ”如 习题 11.12 т, 84 р = 50а. 4 =40mm 的 阶梯 轴 ， 受 交 变 弯 矩 和 扭 
和 珑 的 联合 作用 。 圆 角 半 径 >= 2mm 。 正 应 力 从 50MPa 变 到 -50MPa ; 切 应 力 从 40MPa 变 到 
20MPa > i МИ Ж 5 Ж #0, о = 550МРа ， o =220МРа , т, =120МРа , 
с, =300MPa т, =180МРа 。 若 取 w, =0.1， 试 求 此 轴 的 工作 安全 因数 。 设 B=1。 


习题 11.12 图 
11.13 ”如 习题 11.13 图 所 示 ， 圆 柱 齿 轮轴 ， 左 端 由 电动 机 输入 功率 N =40 马力 (1 马 
J1=735.499W), #2 п = 800г/ піп. А27 Б, AH А = 0.365. 。 轴 上 两 个 键 
ЖЫ у т Е. Е b H 040, A ЈН Е 245. ШМ EL2S 40Cr ， 
с, =900МРа, с,-410МРа, ，r,=240MPa 。 规 定安 全 因数 z=1.8 ， 试 校 核 轴 的 疲劳 
强度 。 
提示 : 把 扭转 切 应 力作 为 脉动 循环 。 


习题 11.13 图 
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【本 章 学 习 重 点 】 
本 章 主要 学 习 杆 件 应 变 能 的 计算 和 应 变 能 的 普遍 表达 式 ， 互 等 定律 和 卡 氏 第 二 定理 ， 
单位 载荷 法 、 图 乘法 及 其 应 用 。 
【本 章 学 习 目 标 】 
@ 会 计算 杆 件 基本 变形 的 应 变 能 。 


. ”理解 互 等 定律 和 卡 民 第 二 定理 ， 并 能 求解 线性 弹性 体位 移 。 
o 掌握 单位 载荷 法 、 图 乘法 及 计算 位 移 的 解 题 方 法 。 


12.1 ж Ж 


在 变形 固体 力学 中 ， 利 用 功 和 能 的 概念 ， 建 立 变 形 和 力 之 间 关 系 的 原理 和 方法 ， 称 
能 量 方法 。 对 构件 的 变形 计算 及 静 不 定 结构 的 求解 ， 能 量 方法 具有 重要 的 作用 。 计 算 力 
的 兴起 ， 使 能 量 方法 备 受 重视 。 

变形 固体 在 外 力作 用 下 产生 变形 ， 引 起 外 力作 用 点 的 位 移 。 外 力 将 沿 其 作用 线 方向 上 
的 位 移 做 功 。 与 此 同时 ， 在 变形 固体 内 部 储存 了 应 变 能 。 在 加 载 过 程 中 ， 若 外 力 从 零 开 始 
缓慢 地 增加 到 最 终 值 ， 则 除 应 变 能 外 ， 其 他 能 量变 化 很 小 ， 可 以 认为 全 部 外 力 功 И, МИ 
变 为 变形 固体 内 的 应 变 能 及 ， 即 


为 
学 


V,=W (12.1) 

弹性 固体 的 应 变 能 是 可 逆 的 ， 即 当 外 力 逐 渐 解 除 时 ， 它 又 可 恢复 变形 ， 释 放出 全 部 的 
应 变 能 而 做 功 。 如 果 超 过 了 弹性 范围 ， 发 生 的 塑性 变形 将 会 消耗 一 部 分 能 量 ， 应 变 能 不 能 
全 部 再 转变 为 功 。 根 据 功 能 原理 ， 可 以 导出 一 系列 与 能 量 相 关 的 计算 方法 。 


122 ” 杆 件 应 变 能 的 计算 


12.2.1 轴 向 拉 伸 或 压缩 


如 图 12.1(a) 所 示 拉 杆 ， 拉 杆 端 部 的 集中 外 力 F， 从 零 开 始 缓慢 地 增加 到 最 终 值 。 力 作 
用 点 的 位 移 也 从 零 逐 渐 增加 到 最 终 值 。 外 力 F 与 位 移 Al 之 间 表 现 为 正比 例 关 系 ， 如 图 
12.1(b) 所 示 ， 所 以 在 线 弹 性 范围 内 ， 杆 件 的 应 变 能 为 
Ae E (12.2) 
2 2ЕА 


如 果 轴 力 FN 是 变化 的 或 者 变形 超过 了 弹性 极限 ， 则 杆 件 的 应 变 能 > 


$128 能 量 方法 с | 


(12.3) 


121 


1222 ”扭转 


若 作用 于 圆 轴 上 的 外 力 偶 矩 ( 见 图 12.2(a)) 从 零 开始 缓慢 地 增加 到 最 终 值 ， 在 线 弹 性 范 
围 内 ， 扭 转角 9 与 扭矩 了 即 外 力 偶 矩 M. 的 关系 为 斜 直线 ( 见 图 12.2(b))， 扭 转角 为 
т _Md 
“о, GI, 


12.2 


扭转 应 变 能 为 


(12.4) 


当 扭矩 了 沿 轴线 是 变化 的 或 者 变形 超过 了 弹性 极限 ， 则 杆 件 的 扭转 应 变 能 ; 
_ T (dx 
-| 261, 


(12.5) 


Еа | 
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1223 ”弯曲 
图 12.3(a) 所 示 为 纯 弯曲 梁 发 生 弯 曲 变形 ， 根 据 第 6 章 求 弯曲 变形 的 方法 ， 可 以 算得 梁 
的 两 个 端面 的 相对 转角 为 
_M 
El 
(b) 
123 


(ЕЙ ЕНІ, ASE M 从 零 开 始 缓慢 地 增加 到 最 终 值 ， 则 M 6 的 关系 也 为 斜 
直线 ( 见 图 12.3(b)), #5 E M 所 做 的 功 也 为 图 12.3(b) 中 的 阴影 部 分 面积 ， 即 


W ==M0 
弯曲 应 变 能 为 
к=к 
2ЕІ (12.6) 
横 力 弯曲 时 ， 梁 的 横 截 面 上 的 弯 矩 是 随 横 截 面 的 位 置 而 变化 的 ， 则 梁 的 弯曲 应 变 能 ; 
_ Ma2(z)dr 
-Г эя (12.7) 


1224 应 变 能 的 普遍 表达 式 

设 在 线 弹性 杆 件 中 取出 长 为 dr 的 微 段 ， 如 图 12.4 所 示 ， 其 两 端 横 截面 上 有 轴 力 
Б, (х). BEMO) ЗЕТ) 。 对 所 分 析 的 微 段 来 说 ， 这 些 都 是 外 力 。F(*) MO) 
Т(х) 只 在 各 自 引起 的 位 移 d(AD 40. do 上 做 功 ， 它 们 相互 独立 。 因 此 ， 微 段 上 的 应 变 
能 用 车 加 法 计算 为 


М(х), М(х) 


Хто re /A 
17 — = 《| jaw 


50) 


ах 
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i 1 1 _ Rad Mad, Td чиш 
а, =-К,б04(А)+--Мўдө + Td = Әм, ИС, Мы 


А 2ЕІ 261, 
设 杆 长 为 !， 积 分 上 式 ， 求 出 整 根 杆 件 的 应 变 能 
к= кеш ” | = Я | T’ (x)dx 
例 12.1 


(12.8) 
201, 

图 12.5(a) 所 示 轴 线 为 水 平面 内 四 分 之 一 圆周 的 曲 杆 ， 在 自由 端 妃 作用 一 铅 于 
向 下 的 载荷 下 。 设 政和 GI, 已 知 ， 试 求 截面 如 在 垂直 方向 的 位 移 。 


Ë 


(а) 


ІН 12.5 
Ж. DEAE TA A МН НА б, Ө ЯЕ (LE 12.5(b))。 横 截面 上 的 弯 矩 和 扭矩 分 
别 为 


М-ЕЕвіп0, Т = ЕК(1—созб) 
ТАР ds 内 的 应 变 能 为 
ау _MCRd9 | T° R40 
k ы ағ” 
281 ОСІ, 
积分 得 整个 曲 杆 的 应 变 能 ; 


хм? кт? 
y, = [222 ЗТ `Rd0 


F'R w ЗЕ'Ёт 
+ =-———— рг 
2ЕІ 


07261, SEI 861, 
# F ЛЕН НІНЕН ДІНІ ИМ У бу, ЕАБР, EPH F ТИКИ 


1 
W =F, 
由 U=W 49 


ЕЁт ЗЕКт 
ó, = + 
4ЕТ 401, 


123 互 等 定理 


对 位 移 与 载荷 呈 线 性 关系 的 弹性 体 ， 利 用 应 变 能 的 概念 可 以 导出 下 列 重 要 结论 : 7] 
Fr 在 力 环 引起 的 位 移 上 所 做 的 功 ， 等 于 力 天 在 力 Fx 引起 的 位 移 上 所 做 的 功 。 这 一 结论 称 


Ей 
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为 功 的 互 等 定理 。 

现 以 梁 为 例证 明 这 个 定理 。 设 1、2 为 梁 上 的 两 点 ， 在 点 1 作用 载荷 五 ( 见 图 
12.6(a))， 引 起 点 1 的 位 移 为 25、 点 2 的 位 移 为 5,,; 在 点 2 EARE F (OLR 12.6(b))， 引 
起 点 1 的 位 移 为 6,、 点 2 的 位 移 为 6,, 。 位 移 贞 的 记号 规则 是 : 第 一 个 下 标 i 表示 位 移 发 
生 在 i 点， 第 二 个 下 标 j 表示 引起 位 移 的 载荷 作用 于 j 点 。 例 如 ，65 表 示 点 2 由 于 作用 于 
点 1 的 载荷 五 引起 的 位 移 。 

设想 在 梁 上 先 作用 五 ， 然 后 再 作用 五 。 在 材料 服从 胡 克 定律 和 小 变形 的 条 件 下 ， 外 力 
做 的 功 即 梁 内 的 应 变 能 为 


1 1 
Va - жұлады +5, (12.9) 


12.6 
车 把 加 载 次 序 改 为 先 作 用 Е,, ， 然 后 再 作用 五 ， 则 外 力 做 的 功 即 梁 内 的 应 变 能 为 
V,, -1қ, +555, +55, (12.10) 


由 于 弹性 体 的 应 变 能 只 与 载荷 的 最 终 值 有 关 ， 而 与 载荷 作用 的 顺序 无 关 ， 所 以 按 上 述 
两 种 不 同 的 加 载 顺序 所 得 的 应 变 能 应 该 相等 ， 即 V1 = 无 ， 由 此 可 得 


Еб,-Е,6, (12.11) 
即 得 功 的 互 等 定理 。 
当 载 荷 五 和 五, 在 数值 上 相等 ( 即 五 = 五 ) 时 ， 由 功 的 互 等 定理 式 (12.11) 可 得 
$ = 5, (12.12) 


这 表明 作用 于 点 2 处 的 载荷 使 点 1 处 产生 的 位 移 等 于 作用 于 点 1 处 的 相同 载荷 使 点 2 
处 产生 的 位 移 。 这 就 是 位 移 互 等 定理 。 
上 述 互 等 定理 中 的 力 和 位 移 都 应 理解 为 是 广义 的 。 如 果 将 力 下 换 成 力 偶 ， 位 移 5 换 成 
角 位 移 ， 其 结论 依然 成 立 。 

例 12.2 图 12.7(a) 所 示 装 有 尾 架 的 车 削 工件 简化 为 静 不 定 梁 。 已 知 F、1、a fl EI, W 


R B 处 约束 力 。 
У.Т е _ |& 
СҰ, B 
F, =1 
(b) 


图 12.7 


ӨТЕДІ 
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Ж. 解除 约束 孔 ， 将 结构 看 成 悬臂 梁 。 把 F 和 Fs 看 成 第 一 组 力 。 再 假设 在 B 端 作用 
有 一 个 单位 力 =1( 见 图 12.7(b))， 并 将 其 看 成 第 二 组 力 。 
дыны даны 第 一 组 力 和 Fs 作用 点 的 位 移 为 


P 
аттама д ат 
йым EE A 
Её -Е,8,= Біз =й} a 


由 于 B me РЕЛЕ, кем 所 以 第 一 组 力 在 第 二 组 力作 用 点 引起 
的 位 移 等 于 零 ， 故 第 二 组 力 在 第 一 组 力 引起 的 位 移 上 所 做 的 功 等 于 零 。 根 据 功 的 互 等 定 
理 ， 则 有 


= -o 
解 得 
Еа? 
F, =E (31-a) 
124 + K = 8 
图 12.8 MERKER, ЖГ YO RP» 五 ,作用 ， 相 应 位 移 分 别 为 
61,5, 6,,-,6,. MEMRO ВНР ХУ Е, РАА 
\ Ё |" | 
бе |! 12-22% 
ô Š Å ô, 
A 12.8 


5, = (12.13) 


式 (12.13) 说 明 应 变 能 对 任 一 载荷 [бм Ж. ET F {ЕН кїї F ІН ЕНУ бу, 
这 就 是 卡 氏 第 二 定理 。 下 面 把 卡 氏 定 理应 用 于 几 种 特殊 情况 。 
在 横 力 弯曲 的 情况 下 。 由 式 (12.13) 可 得 到 
¿a = | F М(х) 2104, 
r ЕГ 


(12.14) 


2 


Pot. Бі 
3E4 жй 


ЖСЖ, HERE ӘР ЛЕНІ НІ БІН ЕЕ Ай, 26 2 РАЛУ ЛЕНЕ 


БЕТ? 
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н ЖІ, 
A n IREF, ЕА DA 应 用 卡 氏 第 二 定理 ， 可 得 
ігі i 


6, => Niti См (12.15) 


91123 图 129 所 示 角 拐 的 端点 C 上 作用 一 铅 垂 向 上 集中 力 F. ЛА EB БЫН 
同 且 均 为 同一 直径 的 圆 截面 杆 ， 试 求 C 点 的 铅 垂 位 移 。 


12.9 


Қ. 角 拐 的 总 应 变 能 由 三 部 分 组 成 ， 即 AB 段 的 弯曲 应 变 能 、BC 段 的 弯曲 应 变 能 和 
АВ 段 的 扭转 应 变 能 。 结 构 的 总 体 应 变 能 为 
к, (Fx) ар АУА, СЕ) iy „аа 
° 2ЕІ ОРГ 261, 
应 用 卡 氏 定理 求 得 C AEEA 
V, 2F2 Еа 


кезе £ 
ФЕ ЗЕ Сі, 


例 124 外 伸 梁 如 图 12.10 MR ЖАС ЈЕ ЕТ, ， 试 利用 卡 氏 定理 求 外 伸 端 C 的 
挠 度 Wo 和 左 端 截面 4 的 转角 0,。 


图 12.10 
解 : 与 位 移 we RN 与 位 移 9, 相 应 的 广义 力 为 M.， 由 式 (12.14)， 有 


ae: зь мо) әм), G 
СЕ 
a, = AY, -| МО) a ік @ 
. ГЕ ФМ, 
PBS H SEDE К НУ АО 3, Жл Ах (12.15)Ж Ит А. РА ЛИЛЕ 


№, АВ БИЗ, A 


БІ 250 | 


жож желі a 
M. Fa М 


М(х) =R Ф мс = ды -М, Бн 
ôM G) a 

or 1 
SM G) _ 

ҮТ =& =) 

在 BC 有 段 内 ， 有 
M,(x,) = —Fx,. ӨМ... M) _ 
дЕ ôM, 


将 其 代入 式 (a) 和 式 (b)， 得 到 


Муху) ôM, амды, пм 2б) М), 
° EI oF 
L М, Е 
= 1 н), -мД- ШІСІ КЕЛЕСІ 


Ға! ‚М.а! ‚Жа 
= 3 6 3 


дй. эы и ME) | puasa (5) д. 
4 ӘМ, о Е ôM, 
1 (м. ға х 1 ра 
в. (= r- т aJe- js: 去 | “CFx, (0)dx, 
J Z) 
+ 
Ез 6 


we 各 均 为 正 值 ， 表 示 它 们 的 位 移 方向 分 别 与 严 和 MM。 的 方向 一 致 。 
125 ”单位 荷载 法 ” 莫 尔 积分 


RE Fl，F2，… 作 用 下 ( 见 图 12.11(a)), ЖС 点 的 位 移 4。 设 梁 是 线 弹性 的 ， 由 式 


(12.8) 得 梁 的 弯曲 应 变 能 


式 中 ， 


作 


=| М(х) (12.16) 
2ЕІ 


һ МОӘ УӘЖБЕН ЕШ оа. 为 了 求 出 C 点 的 位 移 4， 假 设 在 Р, Р, 


之 前 , 在 C тамын ыны =1( 见 图 12.11(b))。 单 位 力 产生 的 弯 和 矩 为 


条 (xz) ， 单 位 力 产生 的 应 变 能 


Í M° (dx (12.17) 
т ЭЕ 


Е 2 


图 12.11 


单位 力 Fo 作用 后 ， 再 将 原来 的 载荷 Fo Fo + 作用 于 梁 上 ( 见 图 12.11(c))。 载 荷 
Е, Fo e 引起 的 位 移 仍然 为 4， 但 先 作 用 上 去 的 单位 力 Fo 又 做 了 功 1.4。 这 样 ， 单 位 
J Fo 连同 后 作用 的 载荷 Fl，F，… 一 起 做 的 功 即 梁 的 总 应 变 能 六 


V, =V,+V,+1: A 


ЕЖЕ, Р, т AREEN FRR АЕ а а ДА ЕЖ Я, 即 
у = | Ра 
m m 2ЕЇ 
于 是 
1 了 2 
v, +7, +1-д= | EOM d (12.18) 
2EI 
从 式 (12.18) 减 去 式 (12.16) 和 式 (12.17)， 即 可 得 
а= |a с (12.19) 
同样 ， 对 于 圆 轴 的 扭转 ， 有 Е 
а=[ — (12.20) 
ХРАНЕНЕ, A _ 
Fy Fa, 
a ° (12.21) 


以 上 几 式 统称 为 莫 尔 定理 ， 式 中 的 积分 称 为 莫 尔 积分 。 同 理 ， 若 计算 结构 在 载荷 作用 
下 某 截 面 的 转角 2 ， 则 在 该 截面 处 加 一 个 与 转角 Ө 相应 的 单位 力 偶 ， 同 样 可 以 用 以 上 几 式 
计算 出 相应 的 转角 。 因 此 ， 以 上 几 式 中 的 4 应 理解 为 广义 位 移 ， 而 单位 荷载 则 是 与 4 相应 
的 广义 力 。 这 种 求 位 移 的 方法 称 为 单位 荷载 法 或 单位 力 法 ， 它 适 用 于 线 弹性 结构 。 


例 12.5 


图 12.12(a) 所 示 刚 架 ， 承 受 均 布 荷 载 q ТЕН, МӘЛІ ЕТ 为 常数 。 试 用 单 


位 荷载 法 计算 截面 4 的 转角 。 


КО 252 


第 亿 章 能 量 方法 aq 
а ау 


а 


@ ©) 
12.12 


解 : 为 了 计算 横 截 面 4 的 转角 ， 在 该 截面 加 上 一 单位 力 偶 ( 见 图 12.12(b))。 在 实际 荷 
载 和 单位 力 偶 单独 作用 时 ， 求 得 刚 架 的 支 反 力 如 图 12.12 所 示 ， 并 由 此 建立 各 段 梁 的 弯 矩 


方程 如 下 。 
АВ В: 
М(х)- 445, Мо)у=-® 
2 а 
ВС В: 
1 = 
М(о,)-4ах,-:Фі. М()=0 
于 是 得 截面 4 的 转角 为 
реа а, а, 1ге, d 
б=т 1 1.) аш. Ју М-ы 


所 得 9, 为 负 ， 表 示 横 截面 4 的 转角 与 单位 力 偶 方向 相反 。 


126 图 乘 法 


在 等 截面 直 杆 的 情况 下 ， 莫 尔 积 分 中 的 EI 为 常量 。 所 以 只 需 计算 积分 ， 即 

Í М(х)М (х)дх (12.22) 
直 梁 在 单位 力 或 单位 力 偶 矩 作用 下 ， 其 M) 图 必定 是 线性 的 ， 以 上 积分 就 可 以 简化 。 例 
w, K 12.13 所 示 为 直 梁 AB ІН М(х) М(х) E, Ж М(х) 图 是 一 条 斜 直线 。 取 这 条 和 斜 
直线 与 x 轴 的 交点 O KES, WME) 图 中 任意 点 的 坐标 为 


aZ 


В 12.13 
М(х) = xtanz 
于 是 ， 式 (12.22) 中 的 积分 可 写成 
[MO = tana | xM (xx (12.23) 


在 积分 号 内 的 M(xz)dx 是 M(x) 图 中 画 有 阴影 线 的 微分 面积 ， 而 xM (x)dx 则 是 上 述 微分 
面积 对 M 轴 的 静 矩 。 于 是 ， 积分 | xM(x)dx 就 是 M(x) 图 的 面积 对 M МНЕ. 若 以 四 代 


表 M(x) 


图 的 面积 ，xc 代表 M(x) 图 的 形 心 到 MM 轴 的 距离 ， 则 
І, xM (x)dx = ох 


这 样 ， 由 式 (12.23) 得 


| MOM dx = өх tana = өМ,, (12.24) 


Жер, Й.-хуапа, R М(х) 图 中 与 M(x) 图 的 形 心 C 对 应 的 纵 坐标 。 利 用 式 (12.24)， 
对 于 等 截面 直 梁 ， 式 (12.19) 可 以 写 为 


4=| MOMO) _ ФМ (12.25) 
1 EI EI 


以 上 对 莫 尔 积分 的 简化 运算 方法 称 为 图 乘法 。 


应 上 


图 乘法 时 ， 要 经 常 计算 某 些 图 形 的 面积 和 形 心 的 位 置 。 在 表 12.1 中 ， 给 出 了 几 种 


常见 图 天 


的 面积 和 形 心 位 置 的 计算 公式 。 


表 12.1 
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续 表 


图 形 面积 


形 心 位 置 C 


形 心 位 置 C 


例 126 均 布 载荷 作用 下 的 简 支 梁 如 图 12.14(a) 所 示 ， 其 EL 为 常量 。 试 求 跨度 中 点 的 
PERE wc。 


C Ма qP/8 ë; 
@) ® 
М g üa = 
A B 2 MG 
=> С A | — P< e 
(о (@ 


图 12.14 
Ж. 简 支 梁 在 均 布 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 为 二 次 抛物 线 ( 见 图 12.14(b))。 在 跨 中 С 点 作 
用 一 个 单位 力 ( 见 图 12.14(c))， 单 位 力 的 M (x) 图 为 一 条 折线 ( 见 图 12.14(d)。 应 以 好 (x) 图 


的 转折 点 为 界 ， 分 两 段 使 用 图 乘法 。 应 用 表 12.1 中 的 公式 ， 容 易 求 得 АС 和 BC 两 段 内 弯 
ERRE Mo, El 


о 和 o, HEGE М(х) 图 中 对 应 的 纵 坐 标的 绝对 值 为 


7255 |2 
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于 是 ， 跨 度 中 点 的 挠 度 为 _ 
w -2Mc М. 2 „а „ 51 


е 


М 54 
=== (0 
ЕІ ЕЈ ЕІ 24 32 384EI 


例 127 试 求 12.15(a) 所 示 外 伸 梁 的 自由 端 找 度 ws 。 已 知 梁 的 抗灾 刚度 ЕТ 为 常量 。 


аа? 1 
| 2а 


(а) Фф) 
яа? 
2 
Р” а Е 
ЕЕ " 
а? Ма... М. 
4 с. Mç, 
(с) (4) 


12.15 


解 : 在 自由 端 如 加 一 铅 垂 方向 的 单位 力 ( 见 图 12.156). МЕ М 图 和 图 ( 见 图 


12.15(c)、(d)。 在 作 M 图 时 ， 梁 上 有 两 组 载荷 ， 为 便于 计算 ， 可 分 别 作出 每 组 载荷 单独 作 
用 时 的 弯 矩 图 ， 但 不 必 倒 加 成 总 的 弯 矩 图 ( 见 图 12.15(c))。 利 用 表 12.1， 有 


a 
в, = qa? -a = qa?, Me =5 
І( 2 am а 2 3 z) 5да* 
э, 6”е--А-ШИ” G QG - = 
"Юз 20-77% 772) ЕТ 


НТ о Б Ma 分 别处 于 轴线 的 异 侧 ， 所 以 图 乘 时 第 一 项 要 取 负 号 。 


ж = 


变形 固 


体力 学 中 ， 利 用 功 和 能 的 概念 ， 建 立 变 形 和 力 之 间 关 系 的 原理 和 方法 ， 称 为 能 


#12ж а" б” 
量 方法 。 ha 


功 的 互 等 定理 可 描述 为 HREN F, ЗЕ ЕИ. SFH FE F 318 
的 位 移 上 所 做 的 功 。 
应 变 能 对 任 一 载荷 的 偏 导数 ， 等 于 F ERAR F, DEEE 6, ， 这 就 是 卡 氏 第 
二 定理 ， 通 常 称 为 卡 氏 定理 。 


Ј 题 


121 直 杆 的 支承 及 受 载 如 习题 121 图 所 示 ， 试 证 明 当 五 =2F /3 时 ， 杆 中 的 应 变 能 
最 小 ， 并 求 出 此 时 应 变 能 的 值 。 
122 ” 试 求 习题 12.2 图 所 示 等 截面 简 支 梁 内 的 应 变 能 。 


Ие 4, 
== а в 
я С ж Ñ ЕІ 
21 1 1⁄2 із 
习题 12.1 习题 12.2 图 


123 习题 12.3 图 所 示 简 支 梁 的 抗 弯 刚度 为 £1， 不 计 剪 力 的 影响 ， 求 梁 的 应 变 能 。 
124 如 习题 12.4 图 所 示 ， 已 知 曲 杆 的 直径 为 4 ， 曲 率 半 径 为 R， 弹 性 模 量 为 ， 求 


ЕБ 


习题 12.3 图 习题 12.4 图 


12.5 已 知 习题 12.5 图 所 示 刚 架 各 杆 的 ЕТ 为 常量 。 试 用 卡 氏 定理 证 明 : 当 a/1=4/5 
м, ра АН ОЗ. 

126 简 支 梁 受 载 如 习题 12.6 图 所 示 ， 已 知 : 4, а, F=qa, М-аа?, RHINE 
刚度 为 BI， 试用 卡 氏 第 二 定理 求 截面 4 的 转角 。 

127 ”外 伸 梁 受 载 如 习题 12.7 图 所 示 ， 已 知 F、1、a， 梁 的 抗 弯 刚度 为 EL WAFER 
定理 求 截面 C 的 转角 和 挠 度 。 

12.8 平面 刚 架 受 载 如 习题 12.8 图 所 示 ， 已 知 М, а, WERK EI， 试 用 卡 氏 定 理 
求 截面 4 的 转角 。 


Ей 


习题 12.5 图 习题 12.6 图 


习题 12.7 图 习题 12.8 图 
129 ”和 欲 测 定 习题 12.9 图 所 示 梁 端 截面 的 转角 2 ， 但 只 有 测量 挠 度 的 仪器 ， 怎 样 用 改 
变 加 载 方式 的 方法 达到 此 目的 ? 
12.10 ”等 截面 曲 杆 如 习题 12.10 图 所 示 ， 已 知 曲 杆 的 抗 索 刚度 为 £7， 试 求 截面 В Ht 
垂 位 移 、 水 平 位 移 和 截面 妃 的 转角 。 


习题 12.9 图 习题 12.10 图 
12.11 等 截面 刚 架 如 习题 1211 图 所 示 ， 各 杆 的 抗 弯 刚度 ЕТ 相同 。 试 用 单位 载荷 法 


计算 截面 的 铅 垂 位 移 Ww, 。 略 去 前 力 和 轴 力 对 变形 的 影响 。 

12.12 习题 12.12 图 所 示 刚 架 ， 各 杆 的 横 截面 均 为 圆 形 ， 直 径 为 qg。 在 横 截 面 4 处 受 
集中 力 F 作用 (F 的 作用 线 与 轴线 CD 平行 )。 试 用 单位 载荷 法 计算 截面 4 的 铅 垂 位 移 Aw 
和 扭转 角 2, 。 材 料 的 弹性 模 量 Е 和 切 变 模 量 G 均 为 已 知 。 

1213 ”如 习题 1213 图 所 示 ， 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 ЕГ 为 常量 ， 试 用 单位 载荷 法 求 下 列 
外 伸 梁 4 点 的 挠 度 。 

12.14 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 ЕТ 为 常数 。 试 用 图 乘法 求 习题 12.14 图 所 示 悬 臂 梁 中 点 D 
处 铅 垂 位 移 wp 。 
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习题 12.11 图 


M 
А 
2 B 
1⁄2 | 1⁄2 
习题 12.13 图 习题 12.14 图 


1215 SHR ABCDE 的 抗 弯 刚度 为 EI， 受 力 如 习题 12.15 图 所 示 。 试 用 图 乘法 
求 互 点 的 水 平 位 移 4m 及 两 截面 的 相对 转角 or o 
12.16 平面 刚 架 受 载 如 习题 12.16 图 所 示 ， 已 知 4. а. Ғ-аа, 15И ЕП, ЗН 


图 乘法 求 截面 4 的 转角 和 铅 垂 位 移 。 
F 
F 
B A 
4 з 
С 
L < | 


习题 12.15 图 习题 12.16 图 


EE 


附录 А 平面 图 形 的 几何 性 质 


计算 受 力 杆 件 的 应 力 和 变形 时 ， 要 用 到 其 横 截 面 图 形 的 几何 性 质 ， 如 在 拉 ( 压 ) 杆 的 强 
度 和 刚度 计算 中 要 用 到 横 截面 面积 4， 在 圆 轴 扭转 中 计算 扭转 切 应 力 和 扭转 角 时 要 用 到 极 
惯性 矩 T。， 在 弯曲 问题 中 还 将 用 到 静 矩 $S、 惯 性 矩 7 等。 下 面 介绍 截面 图 形 几何 性 质 的 意 


义 和 计算 方法 。 


А1 В ж фу 


如 图 АЛ 所 示 ， 从 面积 为 4 的 平面 图 形 中 ， 在 坐标 为 (:，»») 处 取 一 微 面积 ал, W 
Jd4、zd4 分 别称 为 该 微 面积 dd 对 = 轴 和 y 轴 的 静 矩 。 则 下 列 两 积分 式 分 别 定义 了 平面 图 
形 对 = 轴 或 了? 轴 的 静 矩 ， 即 


s,= ға (Ала) 
5,= ya (АЛЬ) 


© 
} 


ШАЛ 
上 述 积 分 是 对 整个 平面 面积 4 ИНТ. CERME, ЙОЛА (ус, Ze) ИЕ 
的 单位 为 mm 。 因 积分 号 内 的 = 或 ? 均 为 一 次 ， 故 静 矩 又 称 为 一 次 矩 。 
平面 图 形 的 静 矩 是 对 一 定 的 轴 而 言 的 。 同 一 平面 图 形 对 不 同 坐 标 轴 ， 其 静 和 矩 值 就 不 
同 ， 可 能 为 正 、 负 或 零 。 
与 静 力学 中 求 均 质 等 厚度 薄板 的 重心 相似 ， 根 据 合 力矩 定律 可 求 得 截面 图 形 的 形 心 坐 
标 y。、zc 分 别 为 


(A.2a) 


Ус 


(A.2b) 


ИЖА 平面 图形 的 几何 性 质 a 
可 将 式 (A 2) 改 写 为 


S, = Aze (A.3a) 
8-Ау; (A.3b) 
这 表明 ， 平 面 图 形 对 7 轴 和 = 轴 的 静 和 矩 ， 分 别 等 于 平面 图 形 4 乘 以 其 形 心 的 坐标 zc 和 yc 。 
当 平 面 是 由 若干 个 简单 图 形 (如 和 矩形 、 圆 形 、 三 角形 等 ) 所 组 成 的 组 合 图 形 时 ， 由 于 简 
单 图 形 的 面积 与 形 心 位 置 均 为 已 知 ， 而 且 由 静 算 定义 可 知 ， 平 面 各 组 成 部 分 对 某 轴 静 矩 的 
代数 和 ， 即 等 于 整个 平面 对 同一 轴 的 静 矩 。 先 可 按 式 (A.1) 计算 出 每 一 简单 图 形 的 静 矩 ， 然 
后 求 其 代数 和 ， 即 得 组 合 平面 图 形 的 静 矩 ， 即 
5,-Х42 (А.да) 


5. = Х.Ау (A.4b) 
А ЖЕНЕШЕ, z. y, 是 任 一 简单 图 形 的 形 心 坐标 。 计 算 组 合 平面 图 形 
形 心 坐标 的 公式 为 


== SE Хау, 
с = = (A.5a) 
24 
_ ғ 4z 
= == (A.5b) 
24 


由 以 上 公式 可 知 ， 若 S. -0415, =0， 则 yc =0 和 =。 = 0， 即 平面 图 形 对 于 某 一 轴 的 
静 矩 车 等 于 零 ， 则 该 轴 必 通过 平面 图 形 的 形 心 ， 反之， 若菜 一 轴 通过 平面 图 形 形 心 ， 则 图 
形 对 该 币 的 静 矩 等 于 零 。 

BAA RAAZ меин = Д2.) itiu, y AA = M 


成 的 平面 图 形 对 ?> AA z ARES 和 SS.， 并 确定 图 形 的 形 心 C 的 坐标 。 


图 A.2 
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Ж: 图 A.2(a) 中 微 面积 d4 为 


Б! 
Е 
m 
š8 
= 
ЕҢ 
ж 
ы 

z 
= 
= 
Е 
次 
站 


同样 ， 由 图 A.2(b) 中 微 面积 d4 = ydz ， 得 


h z 4bh” 
s,=[| 244= [ ае -2E 
由 式 (A.3) 可 得 形 心 坐 标 为 
5, 


3 
和 ЕЕ 
Е ë 


А2 求 图 A.3 所 示 截 面 图 形 的 形 心 。 
Ж. 将 工 形 截面 图 形 视 为 矩形 Т ЖЕЛЕ ПІН ЕСІ 
图 形 。 
因为 轴 是 对 称 轴 ， 所 以 形 心 必 在 2 轴 上 。 
а) 求 组 合 平面 图 形 对 y ШИН, Вр 
А =80x 20 =1600mm° 
А, =120х 20 = 2400mm° 


Za =lO0mm, 22, = 20пип + 60mm = 80mm 
5, =} Ас, =1600x 10mm? + 2400 x 80mm’? 
i=l 


= 20800mm° 
(2) 求 组 合 平面 图 形 的 形 心 。 


25, 2 20800 
А 55, 1600-2400 
УА š 


=52mm 


А2 ЕЖ ЖЕНЕ 惯性 积 
А21 { ФЕ 
ШЕ A4 所 示 ， 从 任意 平面 图 形 中 ， 在 坐标 为 (:，») 处 取 一 微 面积 ал, MUJ y2d4 和 


гал 分 别 为 面积 元 素 ал 对 于 = 轴 和 y 轴 的 惯性 矩 ( 若 将 ал 看 作 质量 ， 则 )”d4 与 2d4 Вр 


相当 于 动力 学 中 的 转动 惯量 ， 因 此 从 形式 上 的 相似 称 它 为 惯性 矩 )。 下 列 两 积分 式 分 别 定义 
了 平面 图 形 对 = 轴 或 了 轴 的 惯性 矩 ， 即 


(A.6a) 
(A.6b) 


图 A.4 


А22 ЖМБ 


以 p 表 示 微 面 积 d4 至 原点 О 的 距离 ，p?d4 称 为 面积 元 素 d4 对 于 原点 О 的 极 惯性 
矩 。 平 面 图 形 对 坐标 原点 O 的 极 惯性 矩 可 定义 为 


-Прча (АЛ) 
由 图 A.4 А, p =y +z, HEA 
I =| d=] (y +2) | уа | 244=1+1I, (А.8) 


所 以 ， 截 面 对 于 任意 一 对 互相 垂直 轴 的 惯性 矩 之 和 ， 人 恒 等 于 它 对 于 该 两 轴 交 点 的 极 惯 
ШЖ. 
А.23 惯性 积 


面积 元 素 dA 与 两 坐标 z. y 的 乘积 zyd4 称 为 该 面积 元 素 对 于 с, у 两 轴 的 惯性 积 ， 整 
个 图 形 面积 的 惯性 积 用 表示 为 


1, = | za4 (A9) 
l] — ПП ЖА Я ГАЈ НН 0948 ТЕЗЕ ski ТЕЖЕЛЕ AS B ЇНЇ] TER RAR AB ТЕЛЕ HETE AIE o 
惯性 积 的 值 可 能 为 正 ， 可 能 为 负 ， 也 可 能 等 于 零 。 惯 性 矩 、 极 惯性 矩 、 惯 性 积 的 常用 单位 
Jm. WHEE, WREE, ERER RE. 

如 果 截 面 图 形 有 一 根 对 称 轴 ， 则 截面 图 形 对 包含 此 对 称 轴 的 任 一 对 正 交 轴 的 惯性 积 均 
为 零 。 图 A.5 中 = 轴 为 截面 图 形 的 对 称 轴 ， 位 于 = 轴 两 侧 对 称 位 置 的 任意 两 个 微 面积 dA 与 
其 坐标 的 乘积 yzd4 大 小 相等 ， 正 、 负 号 相反 ， 积 分 求 和 时 抵消 ， 故 有 

1. = | yza4=0 
所 以 ， 若 s 轴 或 y 轴 之 一 是 平面 图 形 对 称 轴 ， 则 其 惯性 积 了 ,= 0。 
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图 A.5 


А24 惯性 半径 
在 材料 力学 的 应 用 中 ， 有 了 时 将 惯性 矩 表 示 为 截面 面积 4 与 某 一 长 度 平方 的 乘积 ， 即 
1, = Ай (A.10a) 
1,- АЙ (A.10b) 
式 中 ， i 与 i 分 别 为 图 形 对 于 轴 у 或 = 轴 的 惯性 半径 ， 其 常用 单位 为 m。 当 已 知 截面 面积 
和 惯性 矩 了 和 了 7 时， 惯性 半径 可 从 式 (A.11) 求 得 ， 即 
I 


|2 (Аа) 
T 5 (A.11b) 


АЗ 试 计算 图 A.6 所 示 和 矩形 截面 高度、 宽度 5) 对 于 其 对 称 轴 2、y 的 惯性 矩 。 
解 : 在 图 中 取 宽 为 »、 高 为 dz 的 细 长 条 作为 微 面积 d4=bd:( 图 中 画 阴 影 线 面积 )， 按 式 
(A.6a) 进 行 积分 ， 可 得 对 轴 的 惯性 矩 
h 3 
1,= | 2aa= зь? =— 
求 工时 ， 以 同样 的 方法 可 得 
2 


А4 试 计算 图 A.7 所 示 圆 形 截面 对 于 其 形 心 轴 =、y? 的 惯性 矩 。 
Ж. 取 图 中 的 阴影 线 面积 为 44， 则 
dd=2ydz = 2472 -zdz 
万 =| Z44=[' Ул -г& 
mt та 
774764 
对 于 圆 形 截面 ， 根 据 其 对 称 性 ， 必 然 有 


Тї, = 


ла" 
64 


HRA 平面 图 形 的 几何 性 质 © 


А6 ШАТ 
H (А.8), АЖЕТТІ у 
á па 
дева 


А5 试 计算 图 A.8(a) 所 示 空 心 截面 对 形 心 轴 ? 的 惯性 矩 。 


8056 


©) 
图 A.8 


解 : 如 图 A.8(b) 所 示 ， 直 径 为 d 的 圆 截面 ， 可 视 为 由 边 长 为 a 的 正方 形 截面 与 上 述 空 
心 截面 所 组 成 。 设 上 述 空心 截面 对 ? 轴 的 惯性 矩 为 T, ， 圆 形 与 正方 形 截面 对 y 轴 的 惯性 矩 


分 别 为 I 和 了 ， 则 有 


АЗ 平行 移 轴 公式 


同一 平面 图 形 对 于 两 对 相互 平行 坐标 轴 的 惯性 矩 或 惯性 积 虽 然 不 同 ， 但 它们 之 间 存 在 
着 一 定 的 关系 。 利 用 这 些 关 系 可 使 计算 得 到 简化 和 有 助 于 计算 组 合 图 形 的 惯性 矩 。 下 面 推 
导 截 面 图 形 对 两 对 平行 坐标 轴 其 惯性 矩 和 惯性 积 的 计算 关系 式 。 
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如 图 A.9 所 示 ， 设 yc 、zc 为 截面 图 形 的 形 心 轴 ，?》 轴 平行 于 yc h, z 轴 平 行 于 zc 
轴 ， 两 坐标 间 关系 为 


y= ya +> 2=2.+а 

以 上 关系 代入 I,，、I、 工 , 式 得 

Дд =|,2d4 = +a) dA =|,22d4+2a| одла? | ал 

L=| у= | (ус +5) 44= | ved4+2b| усал аа 

„= f ya =f (x< +b)(zc +a)d4=| yczcd4+a| ycd4+b| zcdd+ab| d4 

在 以 上 三 式 中 ， 由 于 | zcd4 和 | ydd ЗУРА ус. ze ОНЕ, ЖАТ 
Fi | адал. f уа 分 别 为 图 形 对 形 心 轴 у, zç 的 惯性 矩 ; | yczcd4 为 图 形 对 形 心 轴 
Je 、zc 的 惯性 积 ，| d4=4。 则 上 列 三 式 可 简化 为 


I,=I, +a’4 (A.12a) 
I,=I, +b°A (A.12b) 
L, =I, +abA (А.12с) 


RAIDE A РЕНТИ РЕА ОРТ Н А. нїн, EHF T hh 
H, EERIE Oph i PEE ве 
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例 A.6 试 计算 图 A.10 中 工 形 截面 图 形 ( 参 考 例 A.2) 对 形 心 轴 yc 的 惯性 矩 。 
解 : 应 用 平行 移 轴 公 式 分 别 计算 矩形 [ 、 开 对 yc 惯性 矩 。 由 式 (A.12a) 得 


0 一 2 
了 


3 
ае nmt + (52—10)? х 80 х 20mm* = 2.875 х10° пп“ 
19-1, жада, 
_20х80° 


{р mm’ +(140— 60-52) x120x20mm’ = 2.735x10° mm’ 


ИЖА 平面 图 形 的 几何 性 质 aq 


图 A.10 


整个 图 形 对 形 心 轴 yc 的 惯性 矩 为 
1 =1® +19 =5.61x10°mmi 


А4 转轴 公式 主 惯性 轴 EREE 


A.4.1 转轴 公式 
设 图 A.11 所 示 任 意 平 面 图 形 对 了 轴 和 2 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 了 ， . L. 1, ЖІ, 
将 了 轴 和 2z 轴 绕 坐标 原点 O 旋转 a 角 ( 规 定 逆 时 针 方向 为 正 ) 后 ， 平 面 图 形 对 新 坐标 轴 y, 
2 的 惯性 矩 和 惯性 积 应 为 
f = 12184 
A =f и (a) 


ЖН =f waqa 


图 A.11 


微 面积 dA 的 新 旧 坐 标 转换 关系 为 
у Бонун 


©) 


г.-<со5а-увшпа 


Ей 
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将 式 (b) 代 入 式 (a)， 并 利用 三 角 函 数 倍 角 公式 整理 ， 便 得 到 截面 图 形 对 新 旧 坐标 轴 的 惯 


性 矩 和 惯性 积 之 间 的 关系 为 
бый. ар | 
1„= z + cos2a -1 віл2а (A.13a) 
š 2 т 
I +I, L-I 
I, = 一 7 三 一 = 2соѕ20 + I, віп24 (A.13b) 
T Ж. 
Ia” > -віп2а + I „ cos2æ (A.13c) 
a 7 


式 (A.13) 称 为 惯性 矩 和 惯性 积 的 转轴 公式 。 公 式 表明 ，7J,，、I4、 了 ,, Ма 角 的 变化 而 
改变 ， 它 们 都 是 a 角 的 函数 。 
若 将 式 (A.13a) 与 (A.13b) 相 加 可 得 
Ith =L= 
由 上 式 可 以 得 出 结论 ， 平 面 图 形 对 过 同一 点 的 任意 一 对 正 交 轴 的 两 惯性 矩 之 和 恒 为 常 
数 。 这 与 式 (A.8) 的 结论 相同 。 


А42 IRIE ERIE 

由 式 (A.13) 可 知 ， 当 坐标 轴 旋 转 时 ， 惯 性 积 了 , 将 随 之 变化 且 有 正 有 负 。 因 此， 总 可 
以 找到 一 个 特定 的 角度 a,， 使 平面 对 新 坐标 轴 у, о с, 的 惯性 积 等 于 零 ， 这 一 对 坐标 轴 就 称 
为 主 惯性 轴 。 截 面 对 主 惯性 轴 的 惯性 和 矩 称 为 主 惯性 矩 。 通 过 截面 形 心 的 主 惯 性 轴 称 为 形 心 
主 惯性 轴 ， 截 面 对 形 心 主 惯性 轴 的 惯性 矩 称 为 形 心 主 惯性 矩 。 截 面 的 形 心 主 惯性 轴 与 杆 件 


轴线 所 确定 的 平面 称 为 形 心 主 惯性 平面 。 
设 a, 角 为 主 惯性 轴 与 原 坐标 轴 之 间 的 夹 角 ， 则 将 角 о, 代入 惯性 积 的 转轴 式 (A.13c)， 


并 令 其 等 于 零 ， 即 
Бен, 
Фе 3 ѕш 2а, +I, cos2a, =0 
由 上 式 求 得 
好 
tan 2a。 = 一 一 (A.14) 
[Же À 


由 此 式 可 解 出 a。， 从 而 确定 了 一 对 主 惯性 轴 у, ‚КИМ. 
将 求 出 角度 a, 的 数值 代入 式 (A.13a)、 式 (A.13b) 就 可 求 得 相应 的 截面 主 惯 性 矩 。 为 了 
计算 方便 ， 下 面 导出 直接 计算 主 惯性 矩 的 公式 。 由 式 (A.14) 可 以 求 得 


1 =й 
сов20, = = = > = z (с) 
Мілаш Qa,) JU, - 1 +41, 
š A 
ѕш 2а, = tan 2a, cos 2a, ----- (а) 


JĀ -I + 412 


将 式 ()、 式 (d) 代 入 (A.13(a))、 式 (A.13(b))， 经 简化 后 得 出 主 惯性 矩 的 计算 公式 为 


附录 A 平面 图 形 的 几何 性 质 @ 


ЕГ. 1 = 7 

1 = z «/0,-1) +41; (A.15a) 
L +L 

五 = - > - (0, -LY +47. (A.15b) 


此 外 ， 还 可 通过 对 转轴 公式 中 式 (A.13a)、 式 (A.13b) 求 导 的 方法 求 了 有 . 1, 的 极 值 ， 
即 令 


dI, dr, 
1450 m = 

所 解 得 的 w 表达 式 与 式 (A.14) 完 全 一 致 。 因 此 ， 通 过 平面 图 形 内 任 一 点 的 主 惯性 轴 计 
算出 的 主 惯性 矩 ， 是 该 点 所 有 轴 的 主 惯性 矩 的 极 值 。 因 为 与 上 之 和 是 一 常数 ， 若 是 
极 大 值 ， 则 工 就 是 极 小 值 。 

综 上 所 述 ， 对 于 一 个 有 对 称 轴 的 平面 图 形 ， 则 对 称 轴 以 及 与 之 垂直 并 通过 形 心 的 轴 就 
是 一 对 形 心 主 惯 性 轴 ， 可 利用 移 轴 公 式 等 计算 形 心 主 惯性 矩 ， 对 于 没有 对 称 轴 的 平面 图 
形 ， 需 先 计算 通过 形 心 的 某 一 对 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 忆 . Т, о 1, ， 再 利用 式 (A.14) 、 Ж 
(A.15) 求 取 形 心 主 惯性 轴 的 位 置 a, ЖР b АРЕ ДЕ > L, 。 它 们 在 弯曲 问题 的 计算 中 党 
需 用 到 。 

BAT 试 计算 图 A.12 中 工 形 截面 图 形 的 形 心 主 惯性 轴 及 相应 的 形 心 主 惯 性 和 矩 。 


图 A.12 


解 : (1) 求 形 心 位 置 。 
选 辅助 坐标 yOz 如 图 A.12 所 示 ， 则 形 心 坐标 为 
一 қ 24» _10х120х5+70х10х45 


+ 
S 4 х x 


Х42 10х120х60-70х10х5 


0х120--70х10 
Ж 4 х х 
= 


ЕГ 
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(2) 求 截面 对 形 心 的 惯性 矩 和 惯性 积 。 


一 一 0x10 


3 
j = 10x120x(60—39.5) 4 TRAC, 70x10x(39.7-5) ma 


Ус 


=2.78x10° mm 
“ы” 
1 


2с 


+10х120х (19.75)? + 


10х70° 
4 +70X10x(45—19.9? [шш 


=1.003x10° mm“ 


Т =[—10х120х(60—39.7)х(19.7—5)—70х10х(45—19.7)х (39.7 —5)]пип* 
= —9.73х10°шш* 
(3) 求 形 心 主 惯 性 轴 的 位 置 。 
27 z 5 
tnpa i (2x9.73x10) : 
12-1. 2.78x10—1.003x10 


а-2387 或 а-13.87 
а) REGERE, ` L o 


TeL a z 7 
= т.007 +41, 


_2.78х 10° +1.003 х10° 
2 
= 3.214 10%и! 


+f. 1 s 
= 5 -VC 一 大 +47 = 0.574 10%! 
习 题 


АЛ 试 求 习题 A.1 图 所 示 半 圆 形 截面 图 形 对 y 轴 的 静 矩 和 形 心 坐标 。 


=1.091 


mm! (САН х10%-1.003х10%) + 4 x (9.79 x10°)2?mm* 


习题 A.1 图 


А2 试 求 习题 A.2 图 所 示 图 形 的 形 心 位 置 。 
АЗ ”试用 积分 法 求 习题 АЗ 图 所 示 各 图 形 对 y 轴 的 惯性 矩 。 
АА 试 求 习题 A.4 图 所 示 图 形 对 y. = 轴 的 惯性 矩 ，、 了 ,和 惯性 积 了 ,。 


附录 A， 平 面 图 形 的 几何 性 质 С 


L80X10 


习题 A4 图 
А5 试 求 习题 A.5 图 所 示 各 组 合 图 形 对 y 轴 的 惯性 矩 。 
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А.6 ДЙ ДІ A.6 РТР ИТР ЗЕ РЕНЕ B, ЭРИ ЖЕЛИШ. 


No.32a 槽 钢 L90X12 


@) (b) 
习题 A.6 图 


АЛ 习题 АЛ 图 所 示 由 两 个 28 号 柳 钢 组 成 的 组 合 截 面 图 形 。(1) 当 a =180mm ІМ, 
L. L A£? (2) 若 欲 使 此 截面 对 两 对 称 轴 的 惯性 矩 T，、 了 ,相等 ， 则 两 槽 钢 的 间距 a 


应 为 多 少 ? 
А8 ” 试 确定 习题 A.8 图 所 示 图 形 对 А AEREE RERE > L e 


А9 ” 试 确定 习题 A.9 图 所 示 截 面 图 形 的 形 心 主 惯 性 轴 的 位 置 ， 并 计算 形 心 主 惯性 矩 。 


No.28a 槽 钢 


УШАТ 图 习题 A8 图 
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ПЕШ Не — M ‘HAR P 
ЖЫШ 一 了 НЕН 一 q 
tE BE] Et ч қы — XE S 
(8002-90/ V99) (Жмж ‘Жи `B MH TTE) ESE TT Р? 


ӘП 284 


型 钢 表 


附录 B 


LTE РТС 0061 ETS 000201 | 68Г11[ 8<86/1 09 | 260 
62 702 0181 S'ES 00186 | 86T ТҰТ 852191 059 99 
ТЄЄ EGT 00/1 TYS 89951 069 | ego 
OTE EST 0951 ГР 095 | 20$ 
9ГЕ YLI 06Ё1 СІ? 09$ 995 
ЗГЕ Sof OLET л; 915901 | SEVSET 095 | %9 
96% ТО 021 ВТЕ fy0565T 005 | 505 
10% orl 011 РСР Fos 101 706621 00ç q0ç 
LOE СРТ 0ё11 ВСЁ ї0Є`611 00ç %0с 
61% сі 866 916 | б] 006%) 05те | 9/01 | 89 osr | 9% 
78% ЗП 768 036 0051 | 00% | Sr | ӘРІП( 8 osr | asr 
68% ҮП SSS 936 EM О | 0026 Еши 9VVZ01 osr | esr 
59% 966 гі TEE са | m| бб] 8108] гй] E9 00r | обр 
1% 096 569 9% 961 ОР 828 EL ll 79 00Р | 40 
1% TEG 099 THE 6<І Єт a oor | or 
09% VL8 19 66© ВЕТ | “| ovf ет 09Е | 9% 
79% ЕЗ 79 EOE THT | 66) 00S91 | 689<9 096 | qog 
692 TIR TSS TOE ҮҮ 518 ç L 0 | то 
19% AE Г 892 ға 092 oe | оф 
19% 092 705 TZ? ба | ч 
ToT 80/ 09 SLT 81 с69 о сє 

шә/ ашу шо/ шо/ шо/ амо/ 

1 'м $ | eA i: `м Ч s 
KA ж ІШ 
Б) ж 


É 
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第 2 章 
21 (а) Е,--3ЕМ, F,=2kN, F,=4kN; 
(b) Fa=25kN, Fo=5kN, Fy=15kN: 
(б) Қ,--Ғ» FoF: 
(d) Е,--2Е. БЕ. ЕБы=2ЁР» 
22 an =10МРа 。 
23 с, =-1132МРа, o,=31.8MPa, ос,-44.2МРа. 
24 o=53.1MPa 。 
25 а-26.67. 
26 Е, =30КҸ, А, =15КҸ, А, = 25КҸ; 
о, =100МРа, с, =60МРа, о, =125МРа; 
ғ =5х10*, ë; =3х10*, ғ,-6.25х107; 
Al =0.5mm; Al, = 0.45, Al = 1.2500; А/=2.2шшь 
b. кые» ды 
ЕА +Е,А, 
28 Л, = 5.60 。 
29 大 = 0.729kN/m2 ，A1=1.97mm o 
210 Л/-0.08пші 。 


211 Ap =1003 一 所 。 


212 А, =6.34п, с-1097МРа <(с|, %%. 
213 4,-0.683х107а. 
v, 


Bid Aga 
V, 
215 с,,>ос,>об,. Е,>Е>Е,, ӛ>б,>86,. 

216 (104, ,<178ша: (2)Ac=833mm2; (3) F <17.5kN 。 

217 с-1273МРа, E=210GPa, ш-028. 

218 6=16.6%, у = 61.56% 

219 с-300МРа <[с], ZZ, 

220 AC 杆 选 两 根 80mmx7mm 等 边 角 钢 ，CD 杆 选 两 根 75mmx6mm 等 边 角 钢 。 
221 с,=13АМРа<[с], с,-25.5МРа 天 [c] ， 安 全 。 


2.22 


2.23 


2.24 
2.25 


2.26 
2.27 


2.28 


2.29 


2.30 
2.31 
2.32 


31 
3.2 


3.3 
3.4 


35 
3.6 
3.7 


3.8 

3.9 

3.10 
311 
3.12 
3.13 
3.14 
3.15 


3.16 
3.17 


3.18 


附录 C “习题 参考 答案 A 


螺栓 内 径 q > 23.2mm 。 
W<47.12kN。 
b>122mm, b=170mm. 
с,с-13.33МРа, ow =3.33МРа, с,,-16.67МРа o 
[Е]= 68.703. 
5 1 1 

Қа-2Ғ» Fa=sF; Құ--сЕ. 
РЕ -Е,) 

XE, +Е,) ` 

ЋЕ AE, 4 


АЕА +E,A) 
om =-175МРа, с, =-61.25МРа— 
оу =16.2МРа, о, = 45.9MPa 。 
Сас = aps = -100.8МРа, cco --50.4МРа 。 


第 3 章 


T, =—0.860kN-m> Т,-2.005ЕМ-ш, Т,-1.433ЕМ-ш, T,=0.382kN.m o 
T(x) = —0.0133x, (0 < x < 40) 。 
N =18.5kW 。 
(1) т. = 46.52МРа, (2) №, =71.74kW 。 
Tmax =19.22MPa<[r] 。 
(1) т, =17.77МРа<[т], (2) о-8.5%. 
(1) @=0.0178(rad)=1.02°, 
(2) ri = zs =71.3MPa ,rc = 35.7МРа, 
(3) ус =0.446x103 。 
(1) т, = 69.82МРа, (2) Pue =Z o 
(1) 4221.7, (2) P=1.12kN 。 
ш = 0.289 
(1) E=216.4GPa , (2) 6 =81.76Ра, (3) ш=0.33. 
(1) W fW; =0.512, (2) 1,/1,-119. 
d >111.3mm 。 
а > 74.4mm 。 
(1) Tmax ag = 45.17MPa < [z], p's -0.462С/ш) <[ф'] 
(2) z, sc = 71.30МРа < [2], ф„ -1.02С/ш)<(Ф1. 
d > 87.Smm 。 
截面 C Ze |z. = 59.8МРа, AM T a =29.9MPa Pic = Фер =0.713° o 
Т, =1.32kN-m> T,=0.688kN.m, т =41.0МРа, Ts = 54.1MPa 。 


ЕД 


„№ 材料 力学 


3.19 


3.20 


3.21 
3.22 
3.23 
3.24 


3.25 
3.26 


4.1 


4.2 


4.3 
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z GT T, Ж 
1 +T, 
(1) т. =40.2MPa , 
(2) п =34.4МРа , 
(3) @'=0.56°/m. 
т=67.2МРа 2 [r] =60MPa ， 销 钉 强度 不 够 ， 应 改 用 4 Z 32mm 的 销 钉 。 
т-30.3МРа <[r]=80MPa ，cov =44MPa <[o,.]=150MPa ， 安 全 。 
т=19.1МРа <[r]=60MPa ， 安 全 。 
r=52.6MPa <[r]=130MPa с, =90.9MPa < [o,, ] =300MPa , 
с =166.7МРа <[r]=170MPa ， 安 全 。 
с, =123МРа < [с,,]=140МРа, #4. 
M. =209N:m 


Tii 5 


жан 


аа? 


аа? 
(а) Е, = 24а, М; =r F,=ga, М, = 


° 


-qa ， му=-#—=—: F,=—-qa, М; 


_ Зда? 
2 
—0.667KN > М,-333М-ш. 


° 


=133kN, M,=267N-m; Қ, 


F, 
F. 

ЖЕ 1 ЕЕ 
6) к, M=- 4а» To; =a сд Ma 


zeloa 
2% 12 2 


R< 


фы = Loa 
24” |М. = 


4 


„=, Мы = a°. 

ы. =45КМ, |M |... =127.SkN-m. 
ы. =14КМ, |M |... =2.4kN-m. 
ы = 10kN , |М, =10kN:m o 
ы. =45KN> |M |. =5kN-m. 
ы. =15КМ, |М), =25kN-m. 
|. =41› М] мых = 

ы =12541› |М, = 0.7842. 
|... =15kN , |M |. =40kN-m. 
ы. =8КМ, |M |... =10KN-m - 
ы. =14KN> |M |... =20kN-m. 
(g) |E] =280kN, |м|, =545kN-m . 
@) |R „=1-541› |М| ш = 262547 。 


ЖЧ эЧ кч тыры 


К: 


ЕЛЕЕ 


Б! 


4.4 


4.6 


4.7 


4.8 


4.9 


@ М. |м| „=2М,. 

== Ва 
ФЕ =20kN, |M |. =30kN-m - 
® [Elan =8kN, |M |. =SkN-m. 
@ |E] =10kN, |M |. =16kN-m o 
(a) К ы =4а, [М] к =qa2, 
00) |E] =4kN, |M |. =AkN-m 
(a) M|... =6kN-m. 
©) |M] =2.5kN-m + 
(о) |M] =2kKNm。 
(a) |M] =13.3kKN'm。 
(a) ДЕ =1kN , 


К, 


@ |м. = Z. 

@) |El =11.45kN, |м, =3.09kN-m. 
-4 im] 24, 
aF: = 17 
© |5], = 50kN , |м, = 27.8kN-m., 


әк -型 ,ul -E 
T 


S max т? 


410 а. 


4.11 (а) ІМ, = —qa2, 


әм = a°. 
© Mlan = F. 


© М = as 


412 (a ||. =F; Ela =F Max = FR. 


s 


O) [| =0.79F> |F] n =075F, |М| = 0437ЕК. 
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第 5 章 
54 c... =100МРа. 
5.3 ШІ т-т: o,=-741MPa, с, =4.94МРа, oc = 0, о,-7.41МРа: 
截面 nn: с, =9.26МРа, os=-6.18MPa, ос = 0, c,=-9426MPa. 
54 hb = V2 x 3/2. 
55 с, =40.7MPa 。 
56 F=474kN 。 
57 о. =200MPa 。 
58 o, =6.04MPa т„=0.379МРа; о, =12.9МРа, т, = 0. 
59 o, =142МРа, r,,, =18.1MPa o 


max 


Б ЕЬ 
5.10 атамын T, отыны 


тё 
5.13 о =197МРа < [о], Z£. 
5.14 F =958kN 。 
545 b2>277mm, h> 416mm. 
5.16 [F]=552kN. 
5.17 п-3Л1. 
5.18 F. =8.1kN o 
5.19 а-244тт. 
5.20 М№о.28а 工 字 钢 。 
521 a=1.384m. 
— Dad 
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61 (а) 力 偶 Ms 施 加 在 x=7 处 ，(b) 略 。 

6.2 (а) w =q,(6b2? —4x' –Р)/24ЕІ; (Ы) М-а,х(-х)/2: 
(с) 梁 承 受 均 布 载荷 go 作用 。 

63 Өз = -qol / 24ЕІ. 

64 w,=-1134(kN)/ ET 。 

65 wo =-244.8(kN)/ EI o 

6.6 (а) д = 1.438kN/m; (b) r = 14.72mm, 

6.7 W. a| = 0.78mm 。 

68 Ө,=—56(КМ-ш”)/ EI, МЕ: э = -139(kN -m°)/ EI 
69 06, =—71°79ЕТ, w, = -5ЕІЗ / 9ЕІ. 


7.3 
7.4 


75 


7.6 


7-7 
7.9 
7.10 
7.11 


Ө, = -13413 / 68ЕІ, we = -414 /31104EI o 
Ө, --Е? 19ЕІ, Өв = БІ? /9ЕІ,мш. = мс = -23ЕІ? / 648ЕІ. 
мс- 5.9пипь 
Е- 16.88N。 
3 3 
= 
SE IT 1,) Е, 
2 
FÈ ть). 
2Е, ЕІ, {2 
Wa = 237х102 шт 
w=13.8mm < [w]; ZÈ. 
PIIR No.22a 槽 钢 。 
_ 3M 1141 541 
(а)Ер = Ja OX OF, =F 760) m= 
=p, 
167 
梁 内 最 大 正 应 力 c=156MPa ; 拉杆 的 正 应 力 c=185MPa 。 
第 7 章 
[F]=387kN. 
(а) с,--І0МРа» т,-34.6МРа: 


(b) с, = 75.95МРа, т, = 2.32МРа ; 

(с) с, =-60МРа, т,--20МРа: 

(d) с, =36МРа, r, =32.32МРа 。 

(а) o =90МРа, о; =-10МРа, а, = -18.4°, z, = 50МРа ; 
(b) с =44.1МРа, о, =28.6МРа, а, = —22.5°, т, =14.1МРа : 
(с) с =2.4МРа, о; = -82.4МРа, а, =22.5°, т, = 42.4MPa ; 
(d) с, =76.1МРа, о, =3.9МРа, а, =28.2°, т. =36.1MPa 。 

(1) с, =200МРа , с, =100МРа, т,, = 50МРа ; 

(2) с, =175МРа, ты = —43.5МРа o 

су =120МРа, с, =20MPa ос; =0, а=30°. 

су =142МРа, с, =30МРа, о; =0, а-7537. 

с, =16.7МРа, а= -33.6°. 

点 1: о; = -23.15МРа, o,=o,=0; 

42: о =2МРа, с, =0, о; = -13.58МРа; 

43: оу =6.94МРа, с, =0, с,--6.94МРа: 

点 4: с =13.58МРа, с, =0, о; = -2МРа: 

45: о =23.15МРа, о, =о; =0. 
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7.12 (а) с, =110MPa ，o =50МРа, о, =10МРа, a, --26.67, T, = 50MPa : 
©) o, =72.4МРа, o,=40MPa, с;--124МРа, а, =22.5°, r, -424МРа: 
(с) o,=70MPa, с, =50МРа, о,=—50МРа, а, =45°, = 60МРа 。 

7.13 椭圆， 长 轴 X = 400.172mm ， 短 轴 7, =399.962mm o 

714 Е=202КЮЧ. 


715 Е-17.6%М. 

716 с =136.8МРа, о,=27.9МРа, а, =34°. 
747 о, =8.91(Ҹ.т)/т?, о, =5.16(kN .m)/m° 
7.18 с, =28.6МРа < [0,]= 40МРа, %%. 

7.19 сз =900МРа, с,,-842МРа. 

7.20 с, =200.8МРа >[c]=170MPa ， 强 度 不 够 。 
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T max 


81 о, =157.8МРа 


82 с, =12МРа <[с]=12МРа, м он | 强度 和 刚度 足够 。 


83 с, =193.8МРа > [a]=150MPa ， 强 度 不 够 。 


бЕІ ( сов зе | 
84 MoS жар 
шы 4 h b 


був шеш 2) в 


8.5 (а) Қ =Fcos0, Е, = ЕѕіпӨ, М = Еасоѕ0+ Flsin8 : 
(Ы) Е,-Е» Е-Е. М-25,-ЕІ1; 


GSH н.-і,қ-і, у. м.-қа, M. сй 
== = 2,” i 
截面 2 一 2: F - B, B= ss =, мы. —®®, S; = Wika 
72 2 2 о а 


8.6 选用 16 号 工 字 钢 。 
87 Еы„=19КМ. 


88 d=128mm. 
89 с,,-26.9МРа <(6,|, с. =32.3МРа <[o.]- 
810 с =179.9МРа, 6, = 0.980 。 


8.11 е. = 0:572 u ° 
а 


812 三 杆 的 最 大 拉 应 力 之 比 为 2 : 3 : 5， 最 大 压 应 力 之 比 为 4 : 5 : 7。 
813 Р-788М. 
8.14 с.,-64.8МРа <[o], %%. 


815 с,-544МРа <[o]， 安 全 。 


8.16 


8.17 
8.18 


8.19 


8.20 
8.21 


8.23 


эл 


9.2 


9.3 
9.4 
95 


9.6 
9.7 


9.8 
9.9 


9.10 
9.11 


9.12 


10.1 
10.2 
10.3 


10.4 
10.5 


10.6 
10.7 


附录 C 习题 参考 答案 а 


(1) о =3.11МРа, о, =0, о, = 0.22МРа, т, =1.67МРа ; === 
(2)6, -3.33МРа < [0], 安全 。 

5 =2.65mm „ 

с =842МРа < [с], %%. 

о, =69.5МРа, ос, =0, о; =-7.7МРа, т, =38.6МРа 

а = 49.3mm 。 

б, =175.5МРа, о, =0, с, = -2.9МРа 。 


а > 46mm 。 


жон 


(а) Е,-2540 КМ; 
(b) Е, =2645КҸ; 
(с) Е, =3136kN; 
最 稳定 的 是 (c)， 最 不 稳定 的 是 (a) 2 
(а) 圆 形 截面 4=88.8; 
(b) ЖАП 2=128; 
(с) 正方 形 截面 2=86.6; 
正方 形 截面 压 杆 最 稳定 。 

长 1 应 是 直径 4 的 25 倍 ， 才 能 应 用 欧 拉 公式 计算 其 临界 压力 。 
8 倍 。 
压 杆 BC 属于 中 长 杆 ， 用 经 验 公 式 计算 临 界 应 力 ， 即 c. =a-bA о 
最 大 轴 向 压力 F =232.4kN 。 
п-3.58>|т,, Жж. 
(1) Е, =269.4kN ; (2)n =1.697 <[n]。， 托 架 不 安全 。 
[F]= 37KN 。 

п=3.08 。 

Е, =355 КМ. 

[Е]= 20.643 2 


第 10 章 
Е, =653kN o 
WR о, =117.5МРа, Т^ Ogm =11.41MPa 。 


п = 2600г/пип 。 
Ош =86.24МРа <[a] ， 强 度 足 够 。 
Tama = 10MPa 。 


[223 [A 


- 材料 力学 


10.8 


10.9 
10.10 


10.11 


10.12 
10.13 


10.14 
10.15 


11.1 
11.2 
11.3 
11.4 
11.5 
11.6 
11.7 
11.8 
11.9 
11.10 


n, =2.14; 


11.11 
11.12 


11.13 


12.1 
12.2 
12.3 
12.4 
12.5 


2 
м.а pas 
3g 
сш, =107MPa 。 
动 荷 因数 K? > КЪ, ЕЙ бу < 65? , 
= 一 
十 ,|1+ , 


СТА 2PP 


O imax = 


Wi 


3 1296ЕІ 


n=2.3<nst， 不 安全 。 

(a) o, =0.0283MPa; (b) с, =6.9MPa ; (с) с, =1.2MPa 。 

ҢЫ Л =385mm, ER Л = 9.56. 

二 梁 最 大 应 力 之 比 Zen -= 工 ， 二 梁 吸 收 能 量 之 比 Tzo - 
с 2 Қ.» 


АВ 


_ 23РР it 1.2437 |. 
2РР 


ы 
4 
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шах = Сыа = 75.5МРа, r=-1. 
съ =549МРа, о, =12МРа, = 0.957. 
К,-1.55, К,=126, є, =0.77, в, =0.81. 
бш = 65.2МРа < [с_,|= 74.085MPa， 轴 的 强度 足够 。 
I 一 I 截面 : п, =1.62 >n 安全 ; П—П RM: п, =2.03> п, ZÈ. 
(а)к=90°; (b) а-63726; (с) а-45% (d) а=33°41'. 
按 疲 劳 强度 计算 : п, =5.06>n， 安 全 ; 按 届 服 强 度 算 : п, =7.37>n， 安 全 。 
最 大 载荷 = 88.3 КМ. 
m= iise 
Ң 1: ғ--І, п,-277; A 2: ғ-0, п,-246; R 3: ғ=0.87, 
点 4: r=0.5, п, =2.14. 
(а) DMI=409Nm; (b) [M]=636N:m, 
nç, =1.88 o 
п,-224>п, %%. 


С, 


第 122 
V. = Е?1/(ЗЕА) 。 
V, =51g215 /(30420ЕГ) 。 
V, =1741 /(15360ЕГ) 。 
V, =8F2R2 (Еа5). 
4 а/1=4/5{› бы = ЕР(41—5а)/(2ЕГ)=0 . 


12.6 


12.7 


12.8 


12.9 


HRC “习题 参考 答案 б 


_ 35ga’ 
p = TA (ЙН. 
6 -- Таба 2) дйн), БҮ. ТЕС ® (ик). 
ө, 238 бин). 


利用 功 的 互 等 定理 ， 在 4 处 施加 一 个 数值 等 于 下 的 力 偶 M ， 并 测 出 这 时 C 处 


的 挠 度 wc， 则 此 值 即 为 欲 测 之 力作 用 下 的 0, 。 


12.10 


12.11 
12.12 


12.13 
12.14 
12.15 A 


12.16 


A.1 


A.2 


A.3 


A.4 


A.6 


A.7 


A.8 
A.9 


б, = ЕК IED AHF) S = 0.356FR? /(ET) (方向 向 右 )， 
Ө, =0.571FR (ET) ( 顺 时 针 ) 。 
w, = Еа? /(ЗЕГ)+ЗЕа?1/(ЕГ) (方向 向 下 ) 。 
A, =32Fa /(End*) (m E), @,=96Fa2/(End*) ( 顺 时 针 ) 。 
w, =16qo1 /(405ЕГ) (方向 向 下 ) 。 
wo =(M.1/2)Q/4)/ EI = М.Р. /((8ED 。 


= 2Еа ISEI), Өз; = Fa? (2ЕГ) (В Ihr, ЕТІНЕН o 
5 3 
a= se 顺 时 针 )，w = зы. (向 下 ) 
附录 A 
_2 Б 2 АВ 
5, 4 , Ze = = 
(а)ус =0, сс =26lmm; (уг =3.33mm, zc =0; 


Oe = ze 24, ; (d) y; = —5.94mm , тс = 75.9mm 。 
3 
(91, =H, Op- б, 
(а)1, = 1, =2.227x10 mm, 1, =7.75х10* ат“ 
пк“ Rt 
0-6. p „Ж, 
Ф, =, -Ë 


(а) 1, =1.74х10% mm 
4 * 2 2 4 2 
(0 Aa _ba _ bad | bad nd _ bad А 
6 3 4 2 6 4 


(ye =0, 2с =2.85r, І, =1038rí, I. =2.06г*; 


(ye =87.9mm, zc =0, 1, =151x10 mt, 1, =1.14x10*m* 
(1)1, =9.52x10'mmi, 1,-1.03х10 mm 

(2)а =171.4mm 。 

а,-3447, І, =886x10°mm', I =114x10°mmi. 

а, =26.4° Ra, =116.4°, І, ,7.041х10%шт*, 1. =0.541x10°mm* 
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